
  هامدولمسائل 

:فرض کنید  )١ ( ) ( )f 2 2  نگاشتͬ با ضابطۀ( )f a b a b  2  باشد. نشان دهیدf ͷی - همومورفیسم است

)ولͬ همومورفیسم حلقه یا  )2 -  همومورفیسم نیست. (توجه کنید که( ) { | , }a b a b  2 2  (  

nیͷ گروه آبلͬ باشد و  Aفرض کنید ) ٢    ه برای هرͺموجود باشد بطوریa A ،na    ثابت کنید .A  با تعریف زیر

ͷیn- .مدول است  

[ ] , , [ ].nr a A r a ra    

f:حلقۀ جابجایی و یͺدار باشد. نشان دهید نگاشت Rفرض کنید ) ٣ R R R   ͷیR  -  همومورفیسم است اگر و فقط

,اگر  R   هͺبرای هر  موجود باشند بطوری,x y R ،( , )f x y x y  .  

Cباشند بطوریͺه M زیرمدول Cو  A ،Bمدول و  -  RیM  ͷنید ) (لم ددکند) فرض ک۴ Aثابت کنید .  

( ) ( )A B C A B C     

متناهیاً تولید شده مدول  - نوان مدول متناهیاً تولید شده است ولͬ به عنوان گروه آبلͬ یا به ع - به عنوان ) نشان دهید ۵

  نیست.

Xمدول باشد و  -  RیM  ͷو  Rایده آل چپ حلقۀ  I) فرض کنید ۶ Mثابت کنید .  

:الف)  { | , , }
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Mب) 
IM ͷبا تعریف زیر یR

I - مدول است:  

, , ( ).( )r R x M r I x IM rx IM       

annمدول باشند. نشان دهید  - Rهردو  Bو  A) فرض کنید ٧ ( ) ann ( ) ann ( )R R RA B A B  .  

aمدول ساده باشد و - RیA ͷ) فرض کنید٨ A  .نشان دهید:f R Aبا ضابطۀ( )f r ra ͷی R - همومورفیسم

annاست و نتیجه بͽیرید  ( ) RR

R Aa .  

عضو ماکزیمال مجموعۀ  Iمدول باشد. ثابت کنید اگر - RیM  ͷو  Rآل واقعͬ ایده Iحلقۀ جابجایی،  R) فرض کنید ٩

={ann ( ) | }R x x M A  باشد آنگاهI  ایده آل اولR  .است  

:مدول باشد ثابت کنید - RیM  ͷیͷ حلقه و  Rفرض کنید ) ١٠ EndRR M  با ضابطۀ  

, , ( )( ) .r R m M r m r m    

 ͷیR -همومورفیسم است. (توجه کنید کهREnd M مجموعۀ همۀ،R -های اندومورفیسمM با عمل جمع توابع و ضرب ،  

, , End ( ) , ( . )( ) . ( )Rr R x M f M r f x r f x     

  ͷیR -(.مدول است  



مدول یͺانͬ است اگر و فقط اگر یͷ همومورفیسم  -  RیM  ͷگروه آبلͬ باشد. ثابت کنید  Mحلقۀ یͺدار و  Rفرض کنید  )١١

:حلقه مانند EndR M هͺوجود داشته باشد بطوری( ) Mi 1توجه کنید که) .EndMفیسم،مجموعۀ همۀ اندومور -

  ، با عمل جمع و ترکیب توابع یͷ حلقه است)Mهای گروه 

fفرض کنید )١٢ gA B C D    ͬاز دنبالۀ دقیقR-ها و مدولR -باشد. نشان دهید  هاهمومورفیسمf 

  یͷ به یͷ باشد. gپوشاست اگر و فقط اگر 

f) فرض کنید١٣ gA A A A A   1 2 3 4 باشد  هاهمومورفیسم- Rها و ولمد-Rاز دنبالۀ دقیقͬ  5

Aیͷ به یͷ است. نشان دهید  gپوشا و  fبطوریͺه  3  .  

f) فرض کنید١۴ gA B C     و h kC D E      دو دنبالۀ

  ست.باشند. نشان دهید دنبالۀ زیر نیز دقیق ا هاهمومورفیسم- Rها و مدول- Rاز دقیق 
f h g gA B D E       

  را طوری تعریف کنید که دنبالۀ زیر دقیق باشد. gو  fهای همومورفیسم- Rباشند.  Mزیرمدول  -  Rهردو  Bو  Aفرض کنید ) ١۵
f gA B A B A B         

  باشند. Mزیرمدول - Rهردو  Bو  A) فرض کنید ١۶

  کنید که دنبالۀ  را طوری تعریف gو  fهای همومورفیسم-Rالف) 
f gM M M M

BA A BA B       

  دقیق باشد و نتیجه بͽیرید

R

A B A B A B
BAA B

     

f:) فرض کنید١٧ A A  ͷیR-هͺهمومورفیسم باشد بطوریf f fثابت کنید .ker ImA f f.   

f:) فرض کنید١٨ A Bو:g B A، R -هͺهمومورفیسم باشند بطوریAg f iثابت کنید .Im kerB f g.  

)های ها جابجایی باشد و دنبالههمومورفیسم- Rها و مدول- R) فرض کنید دیاگرام زیر متشͺل از ١٩ )و  1(   دقیق باشند.2(
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  ثابت کنید

  نیز یͷ به یͷ است. 3 یͷ به یͷ باشند آنگاه 4و  2پوشا و 1الف) اگر

  نیز پوشاست. 3 پوشا باشند آنگاه4و  2یͷ به یͷ و 5ب) اگر



f:) فرض کنید ٢٠ A B ͷی R - همومورفیسم باشد. ثابت کنید  

,همومورفیسم  - Rبرای هر دو یͷ به یͷ است اگر و فقط اگر  fالف)  :g h D A  رابطۀf h f g  نتیجه دهد

h g.  

,همومورفیسم  -Rپوشاست اگر و فقط اگر برای هر دو  f  ب)  :g h B D  رابطۀh f g f  نتیجه دهدh g.  

  نشان دهید .مدول باشد - RیM  ͷو  Rزیرحلقۀ  Sیͷ حلقه،   R) فرض کنید ٢١

Homالف)  ( , )S R M ͷبا ضرب زیر یR -  .مدول است  

, , Hom ( , ) , ( . )( ) ( )Sr x R f R M r f x f xr    

Homحلقۀ یͺدار باشد آنگاه Rب) اگر   ( , )R R
R M M.  

Endج)     وEnd    .  

  شخص کنید. های زیر را ممدول- ) اعضای هر کدام از٢٢

Homالف)  ( , )                             (بHom ( , )
p                            (جHom ( , )

p     

Hom)  ثابت کنید ٢٣ ( , )m n d 
    کهd  بزرگترین مقسوم علیه مشترکm  وn .است  

:) فرض کنید ٢۴  2   اپی مورفیسم کانونͬ باشد. نشان دهید-ͬهمورفیسم القائ  

:Hom ( , ) Hom ( , ) 2 2 2      

  صفر است. 

IMباشد بطوریͺه Rایده آلͬ از  Iمدول باشند و  -  Rدو  Nو  M) فرض کنید ٢۵ IN ثابت کنید .  

R
I

Hom ( , ) Hom ( , )R M N M N  

٢۶ ͷی (R -  مدول سادۀM  آزاد است اگر و فقط اگرR  حلقۀ تقسیم باشد وrankRM  1.  

xبرای هر  ای از آن باشد.پایهBد و مدول آزا – RیF  ͷ) فرض کنید ٢٧  B نگاشت ،:xf F R  را روی پایۀB به

  صورت 

( )x

y x
f y y x

  

1
  

  دهید نشان دهیم.گسترش مͬ Fتعریف مͬ کنیم و آن را به صورت خطͬ به 

} الف) | }xf x *B B  زیر مجموعۀ مستقل خطͬ از ͷیHom ( , )R F R  مͬ باشد و *B B .  

Homیͷ پایه برای B*متناهͬ باشد آنگاه Bب) اگر  ( , )R F Rͬباشد.م   

  

  



  مدول انژکتیو باشد.-Rمدول پروژکتیو است اگر و فقط اگر هر - Rیͷ حلقه باشد. نشان دهید هر  R) فرض کنید ٢٨

f:مدول نوتری  و - RیM  ͷ) فرض کنید ٢٩ M M  ͷیR - اپی مورفیسم باشد. ثابت کنیدf  ͷیR -.ایزومورفیسم است  

f:ینͬ و مدول آرت- RیM  ͷ) فرض کنید ٣٠ M M  ͷیR - مونومورفیسم باشد. ثابت کنیدf  ͷیR -.ایزومورفیسم است  

Mباشند. ثابت کنید اگر Mزیرمدول های  Kو  Nمدول و - RیM  ͷ) فرض کنید ٣١
N وM

K  نوتری (آرتینͬ) باشند آنگاه

M
N K .نیز نوتری (آرتینͬ) است  

IMباشد بطوریͺه Rآلͬ از ایده Iمدول و - RیM  ͷ) فرض کنید ٣٢   ثابت کنید .M  به عنوانR - نوتری (آرتینͬ) مدول

Rبه عنوان  Mاست اگر و فقط اگر 
I -.مدول نوتری(آرتینͬ) باشد  

  گروه متناهͬ است. Gمدول نوتری و آرتینͬ است. نشان دهید -یͷ گروه آبلͬ باشد که به عنوان Gنید ) فرض ک٣٣

)باشد بطوریͺه Rایده آلͬ از  Iمدول متناهیاً تولید شده و  -RیM  ͷفرض کنید ) ٣۴ )I J R  ثابت کنید اگر .N  زیرمدولM 

IMریͺهباشد بطو N M   آنگاهM N .)R (دارͺحلقۀ ی  

)باشد و  ۀ یͺداریͷ حلق R) فرض کنید ٣۵ )x J Rثابت کنید اگر به ازای .n2 ،nx x آنگاهx  .  

)یͷ ایده آل چپ(راست یا دوطرفه) پوچتوان باشد. ثابت کنید  Iیͷ حلقۀ یͺدار و  R) فرض کنید ٣۶ )I J R  یریدͽو نتیجه ب

( ) ( )N R J R .  

)آلͬ از آن باشد. ثابت کنیدایدهIحلقۀ یͺدار و R ) فرض کنید٧٣ ) ( )J R I RJI I
 و اگر( )I J Rتساوی برقرار است آنگاه.  

}) فرض کنید ٨٣ }R دار باشد. ثابت کنید ای ناتهͬ از حلقهخانوادهͺهای ی( ) ( )J R J R 
  

 .  

  حلقۀ تقسیم است.  Rد آنگاه آرتینͬ چپ(راست)باشRصفر ندارد. ثابت کنید اگر علیهحلقۀ یͺدار باشد که مقسومRفرض کنید  )٣٩

R، حلقۀRاز Iبطوریͺه برای هر ایده آل غیرصفر  حلقۀ جابجایی باشدR) فرض کنید ۴٠
I نوتری است. نشان دهیدR .نوتری است   

Rلقۀ ، حRاز  Iرا مثال بزنید که آرتینͬ نباشد اما برای هر ایده آل غیرصفر Rای جابجایی مانند حلقه) ١۴
I .آرتینͬ باشد  

IJباشند آنگاه  Rایده آل چپ  Jایده آل راست و  Iحلقۀ یͺدار و نیمساده باشد. ثابت کنید اگر  R) فرض کنید ٢۴ I J .  

  داریم، R از Kو  I ،Jحلقۀ یͺدار و نیمساده باشد. ثابت کنید برای هر سه ایده آل  R) فرض کنید ۴٣

)الف)         ) ( ) ( )I J K I J I K                         (ب( ) ( ) ( )I J K I J I K      


