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  معادلات دیفرانسیل

ݕو تابع  ݔاست بین  اي رابطه ي دیفرانسیل معادلهیک  =  "ݕو  ′ݕیعنی  ݔو مشتقات آن نسبت به  (ݔ)݂

  .()ݕو

ݕاگر تابع : نکته =   . معمولی گویند ي دیفرانسیل معادلهتابعی از یک متغیر مستقل باشد آن را  (ݔ)݂

وان ني مشتق است که در معادله ظاهر شده است به ع بالاترین مرتبهي دیفرانسیل  ي یک معادلهمرتبه: نکته

  :مثال

1 − ′ݕݔ    + "ݕ2 = ݔ5 +   مرتبه دوم                         1

2 − ᇱᇱᇱݕ     + "ݕݔ =   مرتبه سوم                               ଶݔ2

3 − ′ݕ3    + ݕ =   مرتبه اول                                      ݔ5

  :ي دیفرانسیل معادلهجواب 

ݕهر تابع  = را وقتی که در معادله جایگزین شود و معادله به یک اتحاد تبدیل شود جواب  (ݔ)݂

  .باشد میکه شامل جواب عمومی و خصوصی  شود مییا منحنی انتگرال نامیده  یي دیفرانسیل معادله

 .باشد می(ݔ)݂ و ݕو  ′ݕبین ای رابطهه اول مرتب ي دیفرانسیل معادلهیک  :ي اول ت دیفرانسیل مرتبهمعادلا

  :مرتبه اول به شکل مقابل قابل مشاهده است ي دیفرانسیل معادلهبه عبارت دیگر یک 

݂ ൬ݕ,ݔ,
ݕ݀
൰ݔ݀

= 0 

  :گاهی این معادله را به صورت مقابل نیز می نویسند
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ݕ݀
ݔ݀ = ,ݔ)݂  (ݕ

و مشتقات آن موجود  ݕخطی از هیچ ترم غیر ،مطرح شده ݕکه براي  ي دیفرانسیل معادلهاگر در یک  :نکته

و یا یکی از  ݕهمچنین اگر در این معادله تمام ترم ها شامل . خطی گویند ي دیفرانسیل معادلهنباشد به آن 

  .مشتقات آن باشند معادله را همگن می نامند

) ثابت(یا چند پارامتر  جوابی است که شامل یک ،ي دیفرانسیل معادلهجواب عمومی یک  :جواب عمومی

  .دلخواه بوده و اگر هر مقدار دلخواهی به ثابت ها نسبت داده شود آن جواب در معادله مورد نظر صدق کند

  .ثابت خواهد بود ݊شامل  ي دیفرانسیل معادلهجواب  .باشد ݊ي مرتبهما از  ي دیفرانسیل معادلهاگر  :نکته

اگر جواب عمومی تحت شرایط اولیه یا مرزي مسأله قرار داده شود و مقدار  :جواب خاص یا خصوصی

  . آید میثابت ها تعیین شوند جواب خصوصی معادله نیز به دست 

′ݕي دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال = (ଵ)ݕبا شرایط ௫݁ݔ = 3   :  

  :جواب

ݕ݀
ݔ݀ = ௫݁ݔ   → ݕ݀   = →   ݔ௫݀݁ݔ ݕ    = න݁ݔ௫݀ݔ = ௫݁ݔ  −න݁௫  ݔ݀

→ ݕ   = ௫݁ݔ − ݁௫ +   جواب عمومی        ܿ

(ଵ)ݕ = ݁ଵ − ݁ଵ + ܿ = 3      ܿ = 3    

ݕ = ݁௫(ݔ − 1) +   جواب خصوصی                      3
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مرتبه اول معمولاً شامل  ي دیفرانسیل معادلههمان طوري که اشاره گردید جواب عمومی هر  :ها منحنیدسته 

به عبارت دیگر یک دسته منحنی تک پارامتري  .باشد پارامتري موسوم میاري است که به یک ثابت اختی

  .مرتبه اول استي دیفرانسیل معادلهانتگرال یک  يها منحنی،ي هر دسته پارامتريها منحنی،بر عکس .است

فرض کنید معادله دسته منحنی به صورت  :ها منحنیدسته  ي دیفرانسیل معادلهروش به دست آوردن 

  :ده استمقابل آورده ش

,ݕ,ݔ)݂ ܿ) = 0 

طور ضمنی نسبت به  که ابتدا این رابطه آید میی مربوط به این دسته بدین شکل به دست ي دیفرانسیل معادله

  :زیر به دست آید شود تا رابطه همانند مشتق گرفته می ݔبه 

,ݕ,ݔ)݂ ,ᇱݕ ܿ) = 0 

  .مورد نظر به دست آید ي دیفرانسیل معادلهتا  شود ف میحذ ܿسپس بین این رابطه مقدار ثابت

ଶݔی دسته منحنی به معادله ي دیفرانسیل معادله:مثال + ଶݕ =   .را به دست آورید ܿݔ2

متحد المرکز  اي دایرهي ها منحنیمعادله فوق مربوط به دسته  شود همان طوري که مشاهده می :جواب

  .باشد می

  :آید میاز مطالب فوق چنین بر 

→   مشتق ضمنی ݔ2   + ′ݕݕ2 = 2ܿ     →    ܿ = ݔ +  ′ݕݕ

→ جایگذاري در معادله دسته منحنی ଶݔ + ଶݕ = ݔ)ݔ2 +  (ᇱݕݕ

→ ଶݔ + ᇱݕݕݔ2 − ଶݕ = 0 
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 ،به عنوان مثال به دو پارامتر  بستگی داشت ،اگر دسته منحنی به بیش از یک پارامتر ثابت بستگی داشت:نکته

مشتق اول و ،دو پارامتر از بین معادلات دسته منحنی ،ی آن بایدي دیفرانسیل معادلهبراي به دست آوردن 

  .مشتق دوم آن حذف گردد

ଶݔبه عنوان مثال دسته منحنی به معادله  :هاي متعامدمسیر + ଶݕ = دایره هاي متحد المرکز به مرکزي (ܿ

اي این دو دسته دار .را در نظر بگیرید گذرد ه خطوط مستقیم که از مبدأ مختصات میو دست) مبدأ مختصات

اگر چنین  .دیگر عمود است ي دستهي ها منحنیاین خاصیت هستند که هر کدام از منحنی این دسته بر 

دیگر بر قرار باشد آن دسته منحنی را دسته ي  ي دستهها منحنیي یک دسته نسبت به ها منحنیبین  اي رابطه

  .منحنی متعامد گویند

  

  1شکل                                            

  

ௗ௬ی دسته منحنی بـه معادلـه   ي دیفرانسیل معادلهطبیعی  است که اگر  :نکته
ௗ௫

= شـیب دسـته    ،باشـد  (ݔ)݂

  :مقابل قابل تعیین است یعنی ي رابطهمنحنی متعامد آن نیز از 

شیب دسته منحنی متعامد = −
1

(ݕ,ݔ)݂
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ௗ௬ي متعامد یک دسته منحنـی بـه معادلـه    مسیرهابه دست آوردن به عبارت دیگر روش 
ௗ௫

= چنـین   (ݔ)݂

ௗ௬است که در معادله دسته منحنی به جاي 
ௗ௫

ௗ௫ିعبارت  
ௗ௬

را جایگـذاري کـرده و جـواب معادلـه جدیـد بـه        

  :یعنی یمان خواهد بودها منحنیي متعامد دسته مسیرهاجواب عمومی به دست آمده معادله . آید میدست 

ݕ݀
ݔ݀

= ,ݔ)݂ (ݕ ←   معادله دسته منحنی

  :ي متعامد به شکل زیر استمسیرهای ي دیفرانسیل معادلهدر آن صورت 

−
ݔ݀
ݕ݀

=       ݎ   (ݕ,ݔ)݂
ݕ݀
ݔ݀

= −
1

 (ݕ,ݔ)݂

  :ي متعامد حاصل می گرددمسیرهاحال با حل رابطه فوق معادله پارامتري 

ଶݔیی به معادله ها منحنیبراي دسته  :مثال + ଶݕ =   .ي متعامد را به دست آوریدمسیرهاܿ

همان طوري که قبلاً اشاره گردید معادله فوق مربوط به دسته دوایر متحدالمرکز به مرکزیت مبدأ  :جواب

  .مختصات هستند

  )دوایر(ي فوق ها منحنیی دسته ي دیفرانسیل معادله

ݔ2 + ′ݕݕ2 = 0  → ݔ   + ′ݕݕ = 0 

→
ݕ݀
ݔ݀

=
ݔ−
ݕ

 معادله دیفرانسیلی دسته منحنی هاي متعامد
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ

ݕ݀
ݔ݀

= −
ݔ݀
ݕ݀

 

→  −
ݔ݀
ݕ݀

= −
ݔ
ݕ

  →   
ݕ݀
ݔ݀

=
ݕ
ݔ

    →    
ݕ݀
ݕ

=
ݔ݀
ݔ

 

→ න
ݕ݀
ݕ

= න
ݔ݀
ݔ

 → ݕ ݊ܮ  = ݔ ݊ܮ + ܿ = ݔ݊ܮ + ݇ ݊ܮ ቀ݊ܮ ݇ = :݇وܿ  ቁمقدار ثابت



6 
 

→ ݕ =   معادله دسته منحنی هاي متعامد     ݔ݇

  :اول ي مرتبهل انواع معادلات دیفرانسی

یعنی هیچ فرمولی جواب معادله ت دیفرانسیل مرتبه اول مشکل است حل معادلادر حالت کلی 

ௗ௬
ௗ௫

= ,ݔ)݂ و بعضی از انواع معادلات دیفرانسیل مرتبه اول تحت را در حالت کلی به دست نمی دهد  (ݕ

  .باشند میشرایطی قابل حل 

). تفکیک پذیر(ها جداشدنی هستند معادله اي است که در آن متغیر ،اول ي مرتبهترین معادله  ساده -1

و طرف  ݕو توان هایی از  ݕ݀و  ݕیعنی رابطه طوري نوشته شده است که یک طرف تساوي 

به  توان میدر این صورت معادله را جهت حل کردن  باشد میݔو توان هایی از  ݔ݀و  ݔدیگر 

 :شکل زیر باز نویسی کرد

ݕ݀
ݔ݀

=
(ݔ)݂
(ݕ)݂

  → ݔ݀(ݔ)݂   =  ݕ݀(ݕ)݂

  .شود میساوي فوق انتگرال گیري تبراي به دست آوردن جواب از طرفین 

ه جداشدنی یا به صورت حاصلضرب در معادله باشند از را ݕو  ݔدر صورتی که تابع ما بر حسب  :نکته

  .اند تفکیک پذیر قابل حل

  :دیفرانسیلی مقابل ي معادلهمطلوبست حل  :مثال

ݔ) + ݕ݀(1 − ଶݕݔ) + ݔ݀(ݔ = 0 

  :به شکل زیر بازنویسی کرد توان میبا توجه به شکل معادله  :جواب

ݔ) + ݕ݀(1 − ଶݕ)ݔ + ݔ݀(1 = 0  → ݔ)   + ݕ݀(1 = ଶݕ)ݔ +  ݔ݀(1
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→
ݕ݀

ଶݕ + 1 =
ݔ݀ݔ
ݔ + 1   →   න

ݕ݀
ଶݕ + 1 = න

ݔ݀ݔ
ݔ + 1 + ܿ 

ܿݎܣ ݊ܽݐ ݕ = ݔ − ݔ) ݊ܮ + 1) + ܿ  → ݕ = ݔ)݊ܽݐ − ݔ) ݊ܮ + 1) + ܿ) 

ي  معادلهبه دسته منحنی به ) ي متعامدمسیرها(ي متعامد ها منحنیمطلوبست به دست آوردن دسته :مثال

  :مقابل

ݕ =  ଶݔܿ

  .آید میی دسته منحنی فوق به دست ي دیفرانسیل معادلهابتدا  :جواب

ᇱݕ = →  ݔ2ܿ   ܿ =
′ݕ
ݔ2

   → ݕ    =  
′ݕ
ݔ2

. ଶݔ    → ݕ    =
′ݕݔ
2

 

دلهمعا دیفرانسیلی مسیر هاي متعامد  
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ

ݕ݀
ݔ݀ =

ݕ2
ݔ    →  −

ݔ݀
ݕ݀ =

ݕ2
ݔ    → 

ݕ݀ݕ2 = → ݔ݀ݔ−   න = ݕ݀ݕ2 න−ݔ݀ݔ     → ଶݕ   +
ଶݔ

2
= ܿଶ 

ଶݕ

ܿଶ +
ଶݔ

2ܿଶ = 1               ቀبیضیቁ   معادله مسیرهاي متعامد

()ݕی زیر با شرط اولیه ي دیفرانسیل معادلهمطلوبست به دست آوردن جواب خصوصی :مثال = 1  

ଶݔ) + ′ݕ(1 + ଶݕ + 1 = 0 

  :جواب

ଶݔ) + 1)
ݕ݀
ݔ݀

+ ଶݕ + 1 = 0   → ଶݔ)    + ݕ݀(1 = ଶݕ)− +  ݔ݀(1

−
ݕ݀

ଶݕ) + 1)
=

ݔ݀
1 + ଶݔ

  →  −න
ݕ݀

ଶݕ) + 1)
= න

ݔ݀
1 + ଶݔ
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→ ܿݎܣ−  ݊ܽݐ ݕ ܿݎܣ = ݊ܽݐ + ݔ ܿ  

→ ݕ   = ݔ−  + ܿଵ    → ()ݕ   = 0 + ܿଵ = 1  → ݕ   = ݔ− + 1  

  

زیر  ي رابطه ݐاست هرگاه براي هر عدد حقیقی  ݊همگن از درجه  (ݕ,ݔ)݂تابع  :معادلات همگن -2

 :قرار باشدبر

,ݔݐ)݂ (ݕݐ =  (ݕ,ݔ)݂ݐ

  :به عنوان مثال توابع

,ݔ)݂ (1 (ݕ = ଷݕݔ −  ଶݕଶݔ5

2)  ඥݔଶ +  ଶݕ

3) ݊݅ݏ
ݕ
 ݔ

  :هستند چرا که 0و 1و  4به ترتیب همگن از درجه هاي 

,ݔݐ)݂ (1 (ݕݐ = ଷ(ݕݐ)(ݔݐ) − ଶ(ݕݐ)ଶ(ݔݐ)5 = ଷݕݔସݐ − ଶݕଶݔସݐ5 = ଷݕݔ)ସݐ  −  (ଶݕଶݔ5

,ݔݐ)݂ (2 (ݕݐ = ඥ(ݔݐ)ଶ + ଶ(ݕݐ) = ඥݐଶ(ݔଶ + (ଶݕ = ଶݔඥ ݐ +  ଶݕ

,ݔݐ)݂ (3 (ݕݐ = ݊݅ݏ
ݕݐ
ݔݐ = ݊݅ݏ

ݕ
ݔ = °ݐ ݊݅ݏ

ݕ
 ݔ

  :ی مقابل را همگن گویندي دیفرانسیل معادله:نکته

ݔ݀(ݕ,ݔ)ܯ + ݕ݀(ݕ,ݔ)ܰ = 0 
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به صورت زیر  توان میرا ) معادله فوق(این معادله  .خود توابعی همگن و هم درجه باشند ܰ و ܯهرگاه 

  :نوشت

ݕ݀
ݔ݀

= ,ݔ)݂ (ݕ = −
,ݔ)ܯ (ݕ
(ݕ,ݔ)ܰ  

  .صفر خواهد بود) درجه(ي مرتبهتابعی همگن از  (ݕ,ݔ)݂در این صورت 

  .شود میبراي حل معادلات همگن به صورت زیر عمل 

ܼابتدا از تغییر متغیر  = ௬
௫

 )تفکیک پذیر(جدا شدنی  ي معادلهدر نتیجه معادله تبدیل به  .شود میاستفاده  

  :بحث شد پس 1خواهد شد که در نوع 

ܼ =
ݕ
ݔ

   → ܼݔ    = →    ݕ   
ݕ݀
ݔ݀

= ݔ
ܼ݀
ݔ݀

+ ܼ 

  :ی مقابلي دیفرانسیل معادلهحل مطلوبست:مثال

ݔ) + ݔ݀(ݕ − ݔ) − ݕ݀(ݕ = 0 

  :یک است یعنی ي مرتبهما همگن از  ي معادلهاز شکل معادله فوق مشخص است که  :جواب

ܼ =
ݕ
ݔ

   → ܼݔ    = →    ݕ   
ݕ݀
ݔ݀

= ݔ
ܼ݀
ݔ݀

+ ܼ 

→
ݕ݀
ݔ݀

=
ݔ + ݕ
ݔ − ݕ

=
1 + ௬

௫

1 − ௬
௫

=
1 + ܼ
1 − ܼ

 

1 + ܼ
1 − ܼ

= ܼ + ݔ
ܼ݀
ݔ݀

     →   
ܼଶ + 1
1 − ܼ

= ݔ
ܼ݀
ݔ݀

      ,   
1 − ܼ
1 + ܼ

ܼ݀ =
ݔ݀
ݔ

 

න
1 − ܼ
1 + ܼ

ܼ݀ = න
ݔ݀
ݔ

  →   
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ܿݎܣ ݊ܽݐ ܼ –  
1
2 ଶܼ) ݊ܮ + 1) = ݔ ݊ܮ + ܿ 

→ ܿݎܣ   )݊ܽݐ
ݕ
ݔ

)−
1
2
݊ܮ ൬ቀ

ݕ
ݔ
ቁ
ଶ

+ 1൰ = ݔ݊ܮ + ܿ 

ௗ௫همیشه در یک طرف تساوي معادلات همگن : نکته
௫

درست  ي نحوهتوان میبدین طریق  .شود میظاهر  

ܼ(انتخاب کردن تغییر متغیر  = ௬
௫

  .و جاگذاري آن در معادله اصلی را کنترل کرد) 

′ݕي دیفرانسیل  معادله -3 = ݔܽ)݂ + ݕܾ + ادلات از این قبیل با تغییر مع .را در نظر بگیرید (ܿ

ݔܽ متغیر + ݕܾ + ܿ =  .شوند یی جداشدنی میها معادلهتبدیل به ܼ

  :ی مقابلي دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′ݕ = ݔ) +  ଶ(ݕ

  : 3طبق دستور العمل  :جواب

ݔ + ݕ = ܼ   → ݔ݀    + ݕ݀ = ܼ݀      → ݕ݀    = ܼ݀ −   ݔ݀

ݕ݀
ݔ݀

=
ܼ݀ − ݔ݀
ݔ݀

    →    ܼଶ =
ܼ݀
ݔ݀

− 1      ,      
ܼ݀
ݔ݀

= ܼଶ + 1 

→ න
ܼ݀

ܼଶ + 1 = න݀ݔ    → ܿݎܣ     ݊ܽݐ ܼ = ݔ + ܿ  

→ ܿݎܣ   ݔ)݊ܽݐ + (ݕ = ݔ + ܿ  

  :ی مقابلي دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′ݕ = ݔ)ଶ݊݅ݏ − ݕ + 1) 

  :3با توجه به دستور العمل  :جواب
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ܼ = ݔ − ݕ + 1      ,     ܼ݀ = ݔ݀ − →     ݕ݀ ݕ݀    = ݔ݀ − ܼ݀  

ݕ݀
ݔ݀

= 1 −
ܼ݀
ݔ݀

= ଶܼ       1݊݅ݏ − ଶܼ݊݅ݏ  =
ܼ݀
ݔ݀

 

ܼ݀
1 − ଶܼ݊݅ݏ 

= →   ݔ݀      න
1

ଶܼݏܿ
ܼ݀ = න݀ݔ + ܿ 

න(1 + ܼ݀(ଶܼ݊ܽݐ = න݀ݔ + ܿ   → ܼ݊ܽݐ  = ݔ + ܿ → ݔ)݊ܽݐ − ݕ + 1) = ݔ + ܿ 

  .ها مماس باشد را به دست آورید ݕهاي متعامد بر دوایري که بر محور مسیر ي معادله :مثال

  :ها عبارتست از ݕمعادله دسته دوایر مماس بر محور  :جواب

ݔ) − ܿ)ଶ + ଶݕ = ܿଶ 

→ ଶݔ − ݔ2ܿ + ܿଶ + ଶݕ = ܿଶ       → ଶݔ     + ଶݕ =   →  ݔ2ܿ

ݔ2 + ᇱݕݕ2 = 2ܿ   →   ܿ = ݔ + ᇱݕݕ  → 

ଶݔ + ଶݕ = ݔ)2 + ଶݔ    ,    ݔ(ᇱݕݕ + ଶݕ = ଶݔ2 +  ᇱݕݕݔ2

ଶݕ:ها  ݕی دسته دوایر مماس بر محوري دیفرانسیل معادله − ଶݔ =   ᇱݕݕݔ2

  :ي متعامدمسیرهای ي دیفرانسیل معادله

ଶݕ − ଶݔ = ݕݔ2 ൬−
ݔ݀
൰ݕ݀

  →   
ݕ݀
ݔ݀

=
ݕݔ2

ଶݔ − ଶݕ
 

ܼ =
ݕ
ݔ

      →     ܼ + ݔ
ܼ݀
ݔ݀

=
ݕݔ2

ଶݔ − ଶݕ
      →    න

(1 − ܼ)
ܼ(1 + ܼଶ)ܼ݀ = න

ݔ݀
ݔ

+ ܿ 

ܼ ݊ܮ − 1)݊ܮ + ܼଶ) = ݔ݊ܮ + →    ݇݊ܮ     
ܼ

1 + ܼଶ
=  ݔ݇
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௬
௫

௫మା௬మ

௫మ

= →     ݔ݇    
ݕݔ

ଶݔ + ଶݕ
=    ݔ݇

ݔଵܽ)ی به شکلي دیفرانسیل معادله -4 + ܾଵݕ + ܿଵ)݀ݔ + (ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶ)݀ݕ = را  0

جهت به دست آوردن جواب معادلات خطی فوق با توجه به ضرایب  .معادلات خطی گویند

,  ଶܿعددي ܾଶ   , ܽଶ    , ܿଵ  , ܾଵ   ,ܽଵ ممکن است دو حالت پیش بینی شود: 

  :اگر دترمینان ماتریس ضرایب صفر باشد یعنی اگر –الف  -4

ฬܽଵ ܾଵ
ܽଶ ܾଶ

ฬ = 0 

ݔଵܽتغییر متغیر  ادر این صورت ب + ܾଵݕ + ܿଵ = جداشدنی خواهد شد که  ي معادلهمعادله تبدیل به  ݐ

  .آمده است 1ستورالعمل به دست آوردن جواب در د ي نحوه

  :ی زیر را حل کنیدي دیفرانسیل معادله:مثال

ݔ) + ݔ݀(ݕ + ݔ3) + ݕ3 − ݕ݀(4 = 0 

همان طوري که مشاهده می کنید معادله فوق از نوع تفکیک شدنی نیست و در ضمن همگن نیز  :جواب

  :4پس دستور العمل  .باشد مین

ቚ1 1
3 3ቚ = 3 − 3 = 0    → ݔ    + ݕ =   تغییر متغیر    ݐ

ݔ݀ + ݕ݀ = →   ݐ݀ ݕ݀    = ݐ݀ −   ݔ݀

ݔ݀ݐ + ݐ3) − ݐ݀)(4 − (ݔ݀ = 0   → ݔ݀ݐ   + ݐ݀ݐ3 − ݔ݀ݐ3 − ݐ4݀ + ݔ4݀ = 0 

(4 − ݔ݀(ݐ2 + ݐ3) − ݐ݀(4 = 0     
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→
ݐ3 − 4

ݐ)2 − ݐ݀(2 = →   ݔ݀    න൬3 +
2

ݐ − 2൰݀ݐ = න  ݔ݀ 2

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈ܽ݊݅ܨ ݔ    + ݕ3 + ݔ|݊ܮ2 + ݕ − 2| + ܿ = 0 

  :رایب صفر نباشد یعنی اگراگر دترمینان ماتریس ض -ب -4

ฬܽଵ ܾଵ
ܽଶ ܾଶ

ฬ ≠ 0 

→ ൜ܽଵݔ + ܾଵݕ + ܿଵ = 0
ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶ = 0 

  با انتخاب تغییر متغیر 

൜ݔ = ᇱݔ + ℎ
ݕ = ᇱݕ + ݇ 

نیز  ݇و  ℎآید میبه دست  2دیفرانسیلی همگن خواهد شد که طبق دستور العمل  ي معادله تبدیل به معادله 

  ل دستیابی است یعنی از طریق تشکیل دستگاه دو معادله دو مجهول قاب

൜
ܽଵݔ + ܾଵݕ + ܿଵ = 0
ܽଶݔ + ܾଶݕ + ܿଶ = 0   → ൜

°ݔ = ℎ
°ݕ = ݇  جواب هاي دستگاه

  :ی مقابل را حل کنیدي دیفرانسیل معادله:مثال

ݔ) − ݕ − ݔ݀(1 + ݕ4) + ݔ − ݕ݀(1 = 0 

  :ی فوق از نوع تفکیک شدنی و یا همگن نیست پسي دیفرانسیل معادله:جواب

ቚ1 −1
1 4 ቚ = 4— 1 = 5 ≠ 0  

→ ൜
ݔ − ݕ − 1 = 0

ݕ4 + ݔ − 1 = 0   → ݔ    = 1   , ݕ = 0  
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  :پس تغییر متغیر مناسب عبارتست از

൜ݔ = ᇱݔ + 1
ݕ = ᇱݕ + 0 → ݔ݀   = ݕ݀   ,   ᇱݔ݀ =   ݕ݀

جایگذاري
ሱ⎯⎯⎯ሮ ᇱݔ) + 1 − ᇱݕ − ᇱݔ݀(1 + ᇱݕ4) + ᇱݔ + 1 − ᇱݕ݀(1 = 0 

ᇱݔ) − ᇱݔ݀(ᇱݕ + ᇱݕ4) + ᇱݕ݀(ᇱݔ = 0               ቀ1 همگن از درجهቁ 

→ ܼ =
′ݕ
′ݔ

    →    
′ݕ݀
′ݔ݀

=
ᇱݕ) − (′ݔ
ᇱݕ4 + ᇱݔ

= ܼ + ′ݔ
ܼ݀
′ݔ݀

 

→
−4ܼଶ

4ܼ − 1 = ′ݔ
ܼ݀
 ′ݔ݀

→ න
−4ܼଶ − 1

(4ܼ + 1)ܼ݀ =න
ᇱݔ

ᇱݔ݀     →   

1
2 ݊ܮ

(4ܼଶ + 1) +
1
ܿݎܣ2 ݊ܽݐ

(2ܼ) =  |ᇱݔ| ݊ܮ−

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈ܽ݊݅ܨ
1
2 ቤ1 ݊ܮ +

ଶݕ4

ݔ) − 1)ଶቤ +
1
ܿݎܣ2 ݊ܽݐ

ݕ2
ݔ − 1 = ݔ| ݊ܮ− − 1| + ܿ 

 :کامل معادلات دیفرانسیل -5

(ݕ,ݔ)݂هرگاه دسته منحنی  =   :به شکل زیر نوشت توان میآن را  یي دیفرانسیل معادلهداده شده باشد  ܿ

݂݀ = 0   →   
߲݂
ݔ߲

ݔ݀ +
߲݂
ݕ߲

ݕ݀ = 0 

,ݔ)ܯي معادله :شود میحال عکس این مطلب در نظر گرفته  ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ = درنظر را  0

డجود داشته باشد به طوري که و (ݕ,ݔ)݂مانند هرگاه تابعی  .بگیرید
డ௫

= ,ݔ)ܯ డو (ݕ
డ௬

= ,ݔ)ܰ  (ݕ

  :را به صورت زیر نوشت ݂معادله  توان میدر این صورت 
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݂݀ =     ݎ   0
߲݂
ݔ߲ ݔ݀ +

߲݂
ݕ߲ ݕ݀ = 0 

(ݕ,ݔ)݂و جواب عمومی آن عبارتست از  = ݔ݀(ݕ,ݔ)ܯنین حالتیدر چ ܿ + ݕ݀(ݕ,ݔ)ܰ = را  0

  .دیفرانسیل کامل گویند

  :زعبارتست ا ي دیفرانسیل عادلهمآزمون براي کامل بودن یک  :نکته

߲ܰ
ݔ߲

=
ܯ߲
ݕ߲

 

  یعنی اگر 

߲ܰ
ݔ߲

=
ܯ߲
ݕ߲

 

,ݔ)ܯی ي دیفرانسیل معادلهباشد آنگاه  ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ =   .دیفرانسیل کامل است 0

  :باشد میکامل به طریق زیر دیفرانسیل با توجه به روابط فوق حل معادلات  :نکته

݂ = නݔ݀ܯ + ܰ      ,  (ݕ)݃ =
߲
ݕ߲

නݔ݀ܯ + ݃ᇱ(ݕ) 

→ (ݕ)′݃ = ܰ −
߲
ݕ߲

නݔ݀ܯ → (ݕ)݃   = න(ܰ −
߲
ݕ߲

නݕ݀(ݔ݀ܯ 

  :نیدمقابل را حل ک ي دیفرانسیل معادله:مثال

݁௬݀ݔ + ௬݁ݔ) + ݕ݀(ݕ2 = 0 

  :شود میبررسی  )از آزمون کامل بودن(ي دیفرانسیل معادلهشرط کامل بودن  :جواب

(ݕ,ݔ)ܯ = ݁௬    ,   ܰ(ݕ,ݔ) = ௬݁ݔ + ݕ2 →
ܯ߲
ݕ߲ = ݁௬    ,   

߲ܰ
ݔ߲ = ݁௬ 
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→
߲ܰ
ݔ߲ =

ܯ߲
ݕ߲ = ݁௬ 

  .ک دیفرانسیل کامل استی معادلهس پ

  .آید میبه دست  5حال جواب معادله با استفاده از دستورالعمل 

(ݕ,ݔ)݂ = නݔ݀ܯ + (ݕ)݃ = න݁௬݀ݔ + (ݕ)݃ = ௬݁ݔ +  (ݕ)݃

߲݂
ݕ߲

= ܰ  → ௬݁ݔ   + ݃ᇱ(௬) = ௬݁ݔ + →  ݕ2 ݃ᇱ(௬) =   ݕ2

→ (ݕ)݃ = ଶݕ   → (ݕ,ݔ)݂ = ௬݁ݔ + ଶݕ + ܿଵ 

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈ܽ݊݅ܨ ௬݁ݔ   + ଶݕ = ܿ 

  :زیر را حل کنید ي دیفرانسیل معادله:مثال

ݕ) − ݔ݀(ଷݔ + ݔ) + ݕ݀(ଷݕ = 0 

(ݕ,ݔ)ܯ = ݕ − (ݕ,ݔ)ܰ   ,  ଷݔ = ݔ +  ଷݕ

ܯ߲
ݕ߲ = 1     ,   

߲ܰ
ݔ߲ = 1  →  

ܯ߲
ݕ߲

=
߲ܰ
ݔ߲

= 1   

  .شرط کامل بودن بر قرار است

(ݕ,ݔ)݂ = නݔ݀ܯ + (ݕ)݃ = න(ݕ − ݔ݀(ଷݔ + (ݕ)݃ = ݕݔ −
ସݔ

4
+  (ݕ)݃

  :همانند فوق عمل می گردد:جواب
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߲݂
ݕ߲

= ܰ   → ݔ   + ݃ᇱ(௬) = ݔ + ଷݕ     → (ݕ) ݃   =
ସݕ

4
 

→ (ݕ,ݔ)݂   = ݕݔ −
ସݔ

4
+
ସݕ

4
 ௦௪ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕݔ4 − ସݔ + ସݕ = ܿ 

  5و سپس از دستور العمل ادله را کامل با اضافه کردن یک ضریب مع توان میاگر معادله کامل نباشد  :نکته

  .این ضریب را عامل انتگرال ساز گویند .دومحل ن

  :به دست آوردن عامل انتگرال ساز ي نحوه

هرگاه  -1
ങಾ
ങ  ି ങಿങೣ
ே(௫,௬)

=   :باشد آنگاه عامل انتگرال ساز از رابطه زیر قابل محاسبه است (ݔ)݃

→ عامل انتگرال ساز ߤ    = ݁∫(௫)ௗ௫ 

  :زیر را حل کنید ي لهمعاد :مثال

ݕݔ) − ݔ݀(1 + ଶݔ) − ݕ݀(ݕݔ =  

(ݕ,ݔ)ܯ = ݕݔ − ,ݔ)ܰ    ,   1 (ݕ = ଶݔ −  ݕݔ

→    
ܯ߲
ݕ߲ =    ,  ݔ

߲ܰ
ݔ߲ = ݔ2 −  ݕ

→     
ܯ߲
ݕ߲

≠
߲ܰ
ݔ߲

ቀمعادله کامل نیستቁ 

→
ܯ߲
ݕ߲

−
߲ܰ
ݔ߲

= ݔ − ݕ2 + ݕ = ݕ −   ݔ

డெ
డ௬
− డே

డ௫

(ݕ,ݔ)ܰ =
ݕ − ݔ
ଶݔ − ݕݔ

= −
1
ݔ

= (ݔ)݃ ቀتابعی از ݔቁ 
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→   عامل انتگرال ساز ߤ   = ݁∫
షభ
ೣ ௗ௫ = ݁௫షభ =

1
 ݔ

  :در عامل انتگرال ساز ضرب می گردد ي دیفرانسیل معادلهحال 

1
ݔ

ݕݔ) − ݔ݀(1 +
1
ݔ

ଶݔ) − ݕ݀(ݕݔ =    →   

൬ݕ −
1
൰ݔ
ݔ݀ + ݔ) − ݕ݀(ݕ = 0    →  

(ݕ,ݔ)′ܯ = ݕ −
1
ݔ     →   

′ܯ߲
ݕ߲ = (ݕ,ݔ)′ܰ   ,    1 = ݔ − →    ݕ   

߲ܰ′
ݔ߲ = 1     

ᇱܯ߲

ݕ߲
=
߲ܰᇱ

ݔ߲
= 1 ቀحال معادله ها به دیفرانسیل کامل تبدیل شدቁ 

(ݕ,ݔ)݂ = නݔ݀(ݕ,ݔ)′ܯ + (ݕ)݃ = න൬ݕ −
1
൰ݔ
ݔ݀ + (ݕ)݃ = ݕݔ − ݔ ݊ܮ +  (ݕ)݃

→ ܰᇱ =
߲݂
ݕ߲

= ݔ + ݃ᇱ(௬) = ݔ − →   ݕ (ݕ) ݃   = −
ݕ
2

ଶ
 

(ݕ,ݔ)݂ = ݕݔ − ݔ݊ܮ −
ݕ
2

ଶ
   → ݕݔ   − ݔ݊ܮ −

ݕ
2

ଶ
= ܿ 

هرگاه -2
ങಾ
ങ  ି ങಿങೣ
ିெ(௫,௬)

= ℎ(ݕ) باشد عامل انتگرال ساز از رابطه زیر قابل محاسبه است:  

عامل انتگرال ساز → ߤ    = ݁∫(௬)ௗ௬ 

  :ی زیر را حل کنیدي دیفرانسیل معادله:مثال

ଶݔ3) − ݕ݀(ଶݕ − ݔ݀ݕݔ2 = 0 

  :شود میابتدا شرط کامل بودن معادله بررسی  :جواب
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(ݕ,ݔ)ܯ = ,ݔ)ܰ    ,    ݕݔ2− (ݕ = ଶݔ3 −  ଶݕ

 →    
ܯ߲
ݕ߲ =    ,  ݔ2−

߲ܰ
ݔ߲ =  ݔ6

→     
ܯ߲
ݕ߲ ≠

߲ܰ
ݔ߲ ቀمعادله کامل نیستቁ 

డெ
డ௬
− డே

డ௫

(ݕ,ݔ)ܯ− =
ݔ2− − ݕ6

ݕݔ2 = −
4
ݕ = ℎ(ݕ) ቀتابعی ازݕ ቁ 

→  عامل انتگرال ساز ߤ    = ݁∫(௬)ௗ௬ =
1
 ସݕ

  :شود میحال معادله در عامل انتگرال ساز ضرب 

1
ସݕ

ଶݔ3) − ݕ݀(ଶݕ +
1
ସݕ

ݔ݀(ݕݔ2−) = 0    → 

ቆ
ଶݔ3

ସݕ
−

1
ଶݕ
ቇ݀ݕ −

ݔ2
ଷݕ

ݔ݀ =   کامل است     0

→ (ݕ,ݔ)݂ = නߤ(௫,௬)݀ݔ + (ݕ)݃ = න
ݔ2−
ଷݕ

ݔ݀ + (ݕ)݃ = −
ଶݔ

ଷݕ
+  (ݕ)݃

,ݔ)ܰ (ݕ =
߲݂
ݕ߲ = ଶݔ− ൬−

3
ସ൰ݕ + ݃ᇱ(௬) =

ଶݔ3

ସݕ −
1
ଶݕ   → (ݕ)݃ =

1
 ݕ

→ (ݕ,ݔ)݂ = −
ଶݔ

ଷݕ
+

1
ݕ
 ௦௪
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ −

ଶݔ

ଷݕ
+

1
ݕ

= ܿ  

 

هرگاه  -3
ങಾ
ങ  ି ങಿങೣ

ே(௫,௬)௬ିெ(௫,௬)௫
= ݖبا تغییر متغیر  توان میباشد آنگاه  ݕݔتابعی از  (ݕ,ݔ)݃ =  ݕݔ

 :را از رابطه زیر به دست آورد عامل انتگرال ساز
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ߤ    = ݁∫(௭)ௗ௭   , ݖ = →  ݕݔ (ݕݔ)݃ =  (ݖ)݃

ߤاز عبارت  توان میرال ساز را گعامل انت :نکته = شرط کامل بودن معادله  از ߚو  ߙکه در آن  ఉݕఈݔ

)డெᇱ
డ௬

= డேᇱ
డ௫

  .تعیین می گردد به دست آورد )

  :ی زیري دیفرانسیل معادلهمطلوبست به دست آوردن جواب عمومی  :مثال

ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ =  ݕ݀(ଷݕݔ)

  :ابتدا شرط کامل بودن مورد بررسی قرار می گیرد :جواب

߲ܰ
ݔ߲

= −1 − ,   ଷݕ
ܯ߲
ݔ߲

= 1  →  
ܯ߲
ݔ߲

≠  
߲ܰ
ݔ߲

ቀکامل نیستቁ 

  :1راه حل 

  :حال عامل انتگرال ساز محاسبه می گردد

ߤ = ఉݕఈݔ    → (ݔ݀ݕ)ఉݕఈݔ  + (ݕ݀ݔ−)ఉݕఈݔ  =  ݕ݀(ଷݕݔ)ఉݕఈݔ

→ ݔఉାଵ݀ݕఈݔ + ൫−ݔఈାଵݕఉ − ݕఉାଷ൯݀ݕఈାଵݔ = 0 

  .براي ما معلوم گردد ߚ و ߙحال شرط کامل بودن را بررسی کرده تا مقادیر 

ᇱ(௫,௬)ܯ = ఉାଵ ,   ܰᇱ(௫,௬)ݕఈݔ  = ൫−ݔఈାଵݕఉ −  ݕఉାଷ൯݀ݕఈାଵݔ

ᇱܯ߲

ݕ߲ = ߚ) + ఉݕఈݔ(1  

߲ܰ′
ݔ߲

= (−1)(1 + ఉݕఈݔ(ߙ + (−1)(1 +  (ఉାଷݕఈݔߙ

ᇱܯ߲

ݕ߲ =
߲ܰᇱ

ݔ߲    →   1 + ߚ = −(1 + (ߙ  → ߙ  + ߚ = −2 



21 
 

−(1 + (ߙ = 0  → ߙ  = ߚ و  1− = −1  → ߤ  = ଵିݕଵିݔ =
1
ݕݔ ቀعامل انتگرال سازቁ 

→   
1
ݔ
ݔ݀ + ൬−

1
ݕ
− ଶ൰ݕ ݕ݀ = 0 → ,ݔ)݂ (ݕ = නݔ)ܯ, ݔ݀(ݕ + (ݕ)݃

= ݔ݊ܮ +  (ݕ)݃

→ ܰ =
߲݂
ݕ߲ = ݃ᇱ(௬) = −

1
ݕ − ଶݕ   → (ݕ)݃ = ݕ݊ܮ− −

ଷݕ

3  

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݔ݊ܮ − ݕ݊ܮ −
ଷݕ

3
= ܿ 

  :2راه حل 

ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ
ݕݔ

= →  ݕଶ݀ݕ ݀ ൭݊ܮ ൬
ݔ
൰ݕ
൱ = ݀ ቆ

ଷݕ

3
ቇ 

→ න[݀(݊ܮ ൬
ݔ
൰ݕ

)]න ቈ݀ ቆ
ଷݕ

3
ቇ  → ݊ܮ ൬

ݔ
൰ݕ

−
ଷݕ

3
= ܿ 

 2همانند راه حل  .خیلی ساده تر از راه حل اول است 2هحل را شود میهمان طوري که مشاهده  :نکته

  :تکنیک هاي دیگري که ممکن است براي حل معادلات دیفرانسیل به کار رود عبارتست از

1 − ݀ ቀ
ݕ
ቁݔ =

ݕ݀ݔ − ݔ݀ݕ
ଶݔ  

2 − ݀ ൬
ݔ
൰ݕ

=
ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ

ଶݕ
 

3 − (ݕݔ)݀ = ݕ݀ݔ +  ݔ݀ݕ

4 − ݀ ൬݊ܽݐ ܿݎܣ (
ݔ
ݕ

)൰ =
ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ
ଶݔ + ଶݕ
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5 − ݀ ൬݊ܮ(
ݔ
൰(ݕ =

ݔ݀ݕ − ݕ݀ݔ
ݕݔ  

  :ي زیر معادلهمطلوبست به دست آوردن جواب  :مثال

ݔ݀ݕ + ݕଶݔ) − ݕ݀(ݔ = 0 

با  توان میمعادله فوق هر چند به وسیله دستور العمل هاي قبل قابل حل است اما جهت حل ساده  :جواب

  ز یکی از تکنیک هاي فوق به جواب رسید باز نویسی کردن دوباره آن با استفاده ا

ݔ݀ݕ + ݕଶݔ) − ݕ݀(ݔ = 0  → ݕ݀ݕଶݔ − ݕ݀ݔ) − (ݔ݀ݕ = 0  

  :1حال با توجه به تکنیک شماره 

ݕ݀ݕ − ൬
ݕ݀ݔ − ݔ݀ݕ

ଶݔ ൰ = 0  → ݀ ቆ
ଶݕ

2 ቇ − ݀ ቀ
ݕ
ቁݔ = 0 

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅  
ଶݕ

2 −
ݕ
ݔ = ܿ 

براي اینکه  .در ابتداي این فصل تعریف معادلات خطی آورده شده است :معادلات خطی مرتبه اول – 6

: شود میدر هر یک از این جملات بدین ترتیب حساب  ،مشخص گردد ي دیفرانسیل معادلهخطی بودن 

هرگاه توان هر ترم از  .با همدیگر جمع می گردد )ترم(و هر یک از مشتقات موجود در آن جمله  ݕتوان 

ௗమ௬مثلاً .ک باشد معادله را خطی گوینددرجه صفر و یا ی
ௗ௫మ

ݕي  و جمله 1از درجه  ௗ௬
ௗ௫

چرا  .است  2از مرتبه  

ௗ௬و توان  1برابر  ݕکه توان 
ௗ௫

  .شود می 2و جمعاً  باشد می 1نیز 

  :یک معادله دیفرانسل خطی مرتبه اول به صورت کلی زیر است

ݕ݀
ݔ݀

+ ݕ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ
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  :از روش زیر استفاده کرد توان میجهت حل معادلات دیفرانسیل خطی مرتبه اول 

ߩ = ±ܿ݁∫(௫)ௗ௫ ݕߩ     ,     = නݔ݀(ݔ)ܳߩ + ܿ 

ௗ௬هنگام استفاده از رابطه فوق باید ضریب هاي  :نکته
ௗ௫

  .برابر با یک باشد (ݔ)ܳو 

  :مقابل ي دیفرانسیل معادلهمطلوبست جواب عمومی  :مثال

ݔ ൬
ݕ݀
൰ݔ݀

− ݕ3 =  ସݔ

  :مول خود را بگیردعرا باز نویسی کرده تا شکل م ي دیفرانسیل معادلهابتدا :جواب

ݔ ൬
ݕ݀
൰ݔ݀

− ݕ3 = ସݔ   →  
ݕ݀
ݔ݀

−
3
ݔ
ݕ = ଷݔ   → (ݔ) =

−3
 ݔ

(ݔ)ܳ,   =  ଷݔ

→ ݕߩ = නݔଷ
1
ଷݔ
ݔ݀ + ܿ = ݔ + ߩ, ܿ = ݁∫

షయ
ೣ ௗ௫ = ݁ିଷ௫ =

1
ଷݔ

 

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅  
1
ଷݔ
ݕ = ݔ + ܿ    , ݕ = ସݔ +  ଷݔܿ

ௗ௬ی به فرم ي دیفرانسیل معادله:نولیرب معادله -7
ௗ௫

+ ݕ(ݔ)ܲ = ݊را که در آن  ݕ(ݔ)ܳ ≠ 0,1 

 .شود میمعادله برنولی نامیده  ،است

طرفین تساوي فوق را بر  توان میجهت به دست آوردن جواب معادلات دیفرانسیلی به فرم معادله برنولی 

  :ه و از تغییر متغیر زیر استفاده کردتقسیم کردݕ

→ ିݕ
ݕ݀
ݔ݀ + ଵିݕ(ݔ)ܲ = ݖ   ,   (ݔ)ܳ =  تغییر متغیرଵିݕ

→
ݖ݀
ݔ݀

= (1 − ିݕ(݊
ݕ݀
ݔ݀

 جایگذاري در معادله اصلی
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ

1
݊ − 1

∙
ݖ݀
ݔ݀

+ ݖ(ݔ)ܲ =  (ݔ)ܳ
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→
ݖ݀
ݔ݀ = (1 − ݖ(ݔ)ܲ(݊ = (1 −  (ݔ)ܳ(݊

به دست  6ی مرتبه اول شده و جواب عمومی آن طبق دستور العمل ي دیفرانسیل معادلهحال معادله تبدیل به 

  .آید می

ݖفقط در انتهاي محاسبات  =   .شود میجایگزین  ଵିݕ

  :ي مقابل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′ݕ −
3
ݔ
ݕ = ݕସݔ

భ
య 

  :پس .که به فرم معادله برنولی است شود میمشخص  ،شود سییباره نواگر معادله دو :جواب

ݕ݀
ݔ݀

−
3
ݔ
ݕ = ݕସݔ

భ
య   → ିݕ 

భ
య ൬
ݕ݀
൰ݔ݀

−
3
ݔ
ݕ
మ
య =  ସݔ

  :تغییر متغیر

ݖ = ଵିݕ
భ
య = ݕ

మ
య    →   

ݖ݀
ݔ݀ =

2
ݕ3

షభ
య
ݕ݀
 ݔ݀

  :جایگذاري در معادله اصلی

ݖ݀
ݔ݀

−
2
ݔ
ݖ =

2
3
  خطی مرتبه اولସݔ

→ ߩ = ݁∫
షమ
య ௗ௫ = ݁ିଶ௫ =

1
ଶݔ

   , ݖߩ = න൬
2
3
.ݔସ݀ݔ

1
ଶ൰ݔ

+ ܿ =
2
9
ଷݔ + ܿ 

ݖ =
2
9 ݔ

ହ + ଶݔܿ  → → ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ 
మ
య =

2
9 ݔ

ଷ + ܿ 

  :ی زیري دیفرانسیل معادلهمطلوبست جواب عمومی  :مثال
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′ݕݔ + ݕ =  ଷݕସݔ

  :معادله فوق در فرم معادله برنولی است پس شود میهمان طوري که مشاهده  :جواب

ݕ݀
ݔ݀ +

1
ݔ = ,  ସݕଷݔ ଷିݕ

ݕ݀
ݔ݀ +

1
ݔ ݕ

ିଶ =  ଷݔ

  :تغییر متغیر

ݖ = ଶିݕ    →  
ݖ݀
ݔ݀ = ଷିݕ2−

ݕ݀
ݔ݀    →  

ݖ݀
ݔ2݀− =

1
ݔ ݖ =  ଷݔ

→
ݖ݀
ݔ݀

+
−2
ݔ
ݖ = ଷݔ2−    → ߩ = ݁∫ି

మ
ೣௗ௫ = ݁ିଶ௫ =

1
ଶݔ

 

ݖߩ = න
−2
ଶݔ

ݔଷ݀ݔ = ଶݔ− + ܿଵ  → ݖ =
ଶݔ−

ଷݔ2−
+ ܿଵ =

1
ݔ

+ ܿଵ 

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ଶݕ  = ݔ + ܿ 

ݕمطلوبست به دست آوردن مسیرهاي متعامد دسته منحنی  :مثال = ݔ + ܿ݁ି௫  

  :جواب

ᇱݕ = 1 − ܿ݁ି௫   → ܿ =
ݕ − ݔ
݁ି௫    → ᇱݕ = 1 − ቀ

ݕ − ݔ
݁ି௫ ቁ ݁

ି௫ = 1 − ݕ) −  (ݔ

ݕ݀
ݔ݀

= ݕ− + ݔ +   معادله دیفرانسیلی دسته منحنی ها 1

  :هاي متعامدمعادله مسیر

−
ݕ݀
ݔ݀

= ݕ− + ݔ + 1 →
ݕ݀
ݔ݀

+ ݔ = ݕ − 1 

  ݕنسبت به  ݔمعادله خطی مرتبه اول 
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→ ߩ = ݁∫ௗ௬ = ݁௬      ݔߩ = න݁௬(ݕ − ݕ݀(1 = ݕ) − 2)݁௬ 

ݔ =
ݕ) − 2)݁௬

݁௬  → ݔ = ݕ − 2 + ܿଵ      ,    ݕ = ݔ + 2 + ܿ 

  :معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم

ي  معادلهبه عبارت دیگر یک  .باشد می(ݔ)݂و "ݕو ′ݕو  ݕبین اي رابطهدوم  ي مرتبهدله دیفرانسیل ایک مع

  :دوم به شکل زیر قابل مشاهده است ي مرتبهدیفرانسیل

݂ ቆݕ,ݔ,
ݕ݀
ݔ݀

,
݀ଶݕ
ଶݔ݀

ቇ = 0 

  :دوم ي مرتبهحل معادلات 

 :اول قابل تبدیل است ي مرتبهدومی که به معادلات  ي مرتبهمعادلات  -1

دو نوع از  .شود میاول تبدیل  ي مرتبهبعضی از انواع این معادلات با تغییر متغیر هاي مناسب به معادلات 

  :شود میاین معادلات در ادامه مورد بررسی واقع

 :پس به صورت مقابل هستند .ظاهر نشده است ݕمعادلات دیفرانسیلی که در آنها متغیر  -1-1

݂ ቆݔ,
ݕ݀
ݔ݀

,
݀ଶݕ
ଶݔ݀

ቇ = 0 

ௗ௬براي به دست آوردن جواب این نوع معادلات کافیست تغییر متغیر 
ௗ௫

= را در نظر گرفته و به شکل  

  :زیر عمل کرد

ݕ݀
ݔ݀ = →  

݀ଶݕ
ଶݔ݀ =

݀
 ݔ݀
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  غییر متغیر معادله به صورتبا این ت

݂ ൬,ݔ,
݀
൰ݔ݀

= 0 

است و با استفاده از دستورالعمل هاي مربوط به  ݔ واول نسبت به  ي مرتبهی معادلهکه این  شود میتبدیل  

زیر جواب  ي رابطهسپس با استفاده از  .جواب را به دست آورد توان میاول  ي مرتبهمعادلات دیفرانسیل 

  :عمومی نهایی به دست خواهد آمد

ݕ = නݔ݀(ݔ) + ܿ 

  :دوم مقابل ي مرتبهدیفرانسیل  ي معادلهمطلوبست حل  :مثال

݀ଶݕ
ଶݔ݀

+
ݕ݀
ݔ݀

= 0 

  :عمل کرد پس 1-1مطابق دستور العمل  توان میدر معادله بالا ظاهر نشده است  ݕبا توجه به اینکه  :جواب

ݕ݀
ݔ݀

= →  
݀ଶݕ
ଶݔ݀

=
݀
ݔ݀

 

→
݀
ݔ݀ +  = 0  →  

݀
 = →  ݔ݀− ||݊ܮ = ݔ− + ܿଵᇱ   →  = ±ܿଵ݁ି௫ 

ݕ݀
ݔ݀

= →   ݕ݀ = ݔ݀ = ±ܿଵ݁ି௫݀ݔ 

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ = ±ܿଵ݁ି௫݀ݔ + ܿଶ 

  .دوم مقدار ثابت دارد ي مرتبهی ي دیفرانسیل معادلهجواب نهایی  شود میهمان طوري که مشاهده 
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این معادلات به صورت کلی مقابل  .ها ظاهر نشده است ݔدومی که در آنها  ي تبهمرمعادلات  -1-2

 :هستند

݂ ቆݕ,
ݕ݀
ݔ݀

,
݀ଶݕ
ଶݔ݀

ቇ = 0 

ௗ௬در این حالت با تغییر متغیر 
ௗ௫

=   :اول تبدیل کرد پس ي مرتبهمعادله را به معادله  توان می

  :تغییر متغیر

ݕ݀
ݔ݀ = →  

݀ଶݕ
ଶݔ݀ =

݀
ݔ݀ =

݀
ݕ݀ .

ݕ݀
ݔ݀ = 

݀
 ݕ݀

  :دوم مقابل ي مرتبهی ي دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

݀ଶݕ
ଶݔ݀ + ݕ = 0 

از دستورالعمل  توان میپس .ظاهر نشده است ݔصورت معادله فوق در شود میطور که مشاهده همان :جواب

  :دوم استفاده کرد ي مرتبهمعادلات  1-2

  :تغییر متغیر

ݕ݀
ݔ݀

= →  
݀ଶݕ
ଶݔ݀

=
݀
ݔ݀

=
݀
ݕ݀

.
ݕ݀
ݔ݀

= 
݀
ݕ݀

 


݀
ݕ݀ + ݕ = 0   →  න݀ = න−ݕ݀ݕ  →   

ଶ

2 = −
ଶݕ

2 + ܿ 

→ ଶݕ = ܿଵଶ − ଶ  → ݕ = ±ඥܿଵଶ +      ,     ଶ = ±ඥܿଵଶ +  ଶݕ

ݕ݀ = ݔ݀ = ±ඥܿଵଶ + →  ݔ݀ ଶݕ   න
ݕ݀

±ඥܿଵଶ + ଶݕ
= න݀ݔ 
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ܿݎܣ± )݊݅ݏ
ݕ
ܿଵ

) = ݔ + ܿଶ
 ௦௪ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ = ±ܿଵ ݔ)݊݅ݏ + ܿଶ) 

  :دوم مقابل ي مرتبهدیفرانسیل  ي معادلهمطلوبست حل  :مثال

"ݕ − ݇ଶݕ = 0 

  :نوشت توان میدوم دیفرانسیل  ي مرتبهحل معادلات  2-1مطابق دستورالعمل  :جواب

ݕ݀
ݔ݀

= →  
݀ଶݕ
ଶݔ݀

= 
݀
ݕ݀

    → 
݀
ݕ݀

− ݇ଶݕ = 0 

→ ݀ = ݇ଶݕ݀ݕ → ଶ + ܿ = ݇ଶݕଶ 

 = ±ඥܿଵଶ + ݇ଶݕଶ    ,
ݕ݀
ݔ݀

= ±ඥܿଵଶ + ݇ଶݕଶ 

ݕ݀

±ඥܿଵଶ + ݇ଶݕଶ
= →  ݔ݀  න

ݕ݀

±݇ටቀభ

ቁ
ଶ

+ ଶݕ
= න݀ݔ 

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅  
1

±݇
ݕቮ ݊ܮ  + ඨቀ

ܿଵ
݇
ቁ
ଶ

+ ଶቮݕ = ݔ + ܿଶ 

  :باشد میدوم به شکل زیر  ي مرتبهي دیفرانسیل معادلهصورت کلی :یاد آوري

ᇱᇱݕ + ᇱݕ(ݔ) + ݕ(ݔ)ܳ = (ݔ)ܴ         ∗ 

(ݔ)ܴهرگاه  =   :یعنی شود میدوم همگن  ي مرتبهتبدیل به معادله  آنگاه معادله باشد 0

(ݔ)ܴ  ݂݅  = 0   → ᇱᇱݕ  + ᇱݕ(ݔ) + ݕ(ݔ)ܳ = 0  ∗∗ 

(ݔ)ܴاگر  ≠   .بودخواهد ي غیرهمگن معادلهبود آنگاه  0
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ي  معادلهجواب خصوصی براي  ݕو  ∗∗همگن فوق  ي معادلهواب عمومی براي جݕهرگاه  :نکته

 ∗غیرهمگندوم  ي مرتبهدیفرانسیل  ي آنگاه جواب عمومی معادله. باشد ∗غیرهمگندوم  ي مرتبهی دیفرانسیل

  .از رابطه زیر قابل محاسبه است

ݕ = ݕ +  ݕ

  : که در آن

= جواب همگن ݕ  

= جواب خصوصی  ݕ

ݕ تابع:نکته = که آن را جواب صفر گویند ولی  .باشد مییک جواب براي معادلات دیفرانسیلی همگن  0

  .جواب مورد نظر نیست

ترکیب خطی باشند آنگاه هر  ∗∗ي همگن معادلهجواب هاي مستقل خطی  (ݔ)ଶݕو(ݔ)ଵݕهرگاه  :قضیه

(ݔ)ଵݕଵܿآنها نیز یعنی + ܿଶݕଶ(ݔ) =   .باشد می∗∗همگن  ي جواب عمومی معادله0

,ܽ[ ي فاصلهرا که در  (ݔ)݃ و (ݔ)݂دو تابع  :تعریف اند وابسته خطی گویند هرگاه یکی  تعریف شده ]ܾ

  .گویند ر این صورت آنها را مستقل خطی میدر غی .داز آنها مضرب ثابتی از دیگري باش

,ଵݕ)߱عبارت :تعریف (ଶݕ = ฬݕଵ
(ݔ) (ݔ)ଶݕ

(ݔ)ଵᇱݕ ଶᇱݕ ي  معادلهاز  (ݔ)ଶݕو (ݔ)ଵݕجواب را رونسکی دو  ฬ (ݔ)

  .گویند دیفرانسیل



31 
 

ر:نکته ر ∗∗همگن  ي معادلههاي  جواب (ݔ)ଶݕو (ݔ)ଵݕاگ (ଶݕ,ଵݕ)߱ باشندآنگاه اگ = 0 ،

,ଵݕ)߱وابسته خطی هستند و اگر ଶݕوଵݕ (ଶݕ ≠   .باشند مستقل خطی می ଶݕو ଵݕباشد0

ݕنشان دهید که  :مثال = ܿଵ ݊݅ݏ ݔ + ܿଶ ݏܿ "ݕي همگن معادلهجواب عمومی  ݔ + ݕ = در هر 0

(0)ݕفاصله است و جواب خصوصی را چنان بیابید که شرایط  = (0)′ݕ و 2 =   .در آن صدق کند 3

  :جواب

  :با توجه به مطالب عنوان شده:1روش 

ᇱݕ = ܿଵ ݏܿ ݔ − ܿଶ ݊݅ݏ  ݔ

"ݕ = −ܿଵ ݊݅ݏ ݔ − ܿଶ ݏܿ  ݔ

→ "ݕ  + ݕ = ܿଵ ݊݅ݏ ݔ + ܿଶ ݏܿ ݔ −ܿଵ ݊݅ݏ ݔ − ܿଶ ݏܿ ݔ = 0 

  :2روش 

ݕاگر  = ܿଵ ݊݅ݏ ݔ + ܿଶ ݏܿ "ݕي همگن معادلهواب جݔ + ݕ = پس طبق مطالب قبل ، باشد 0

  :گفت توان می

൜
ଵݕ = ݊݅ݏ ݔ
ଶݕ = ݏܿ ݔ → (ଶݕ,ଵݕ)߱ = ቚ ݔ݊݅ݏ ݏܿ ݔ

ݏܿ ݔ ቚ ݔ݊݅ݏ− = ݔଶ݊݅ݏ− − ݔଶݏܿ = −1 ≠ 0 

ଵݕ    ݂݅ = ݊݅ݏ ݔ   → ଵᇱݕ = ݏܿ ݔ ଵᇱᇱݕ   ,     = ݊݅ݏ− ݔ    → "ଵݕ + ଵᇱݕ = 0 

ଶݕ    ݂݅ = ݏܿ ݔ   → ଶᇱݕ = ݊݅ݏ− ݔ ଶᇱᇱݕ   ,     = − ݏܿ ݔ    → "ଶݕ + ଶᇱݕ = 0 

  :خواهد بود یعنی مزبورهمگن  ي دیفرانسیل معادلهبراي ما جواب عمومی  ଶݕو ଵݕپس هر ترکیب خطی 

ݕ = ܿଵ ݊݅ݏ ݔ + ܿଶ ݏܿ ݔ  جواب عمومی  معادله همگن
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  :براي به دست آوردن جواب خصوصی کافی است از اعمال شرایط مرزي بهره گرفته شود

(0)ݕ = 2     →  ܿଵ ݊݅ݏ 0 + ܿଶ ݏܿ 0 = 2     →  ܿଶ = 2 

ᇱ(0)ݕ = 3 →  ܿଵ ݏܿ 0 −ܿଶ ݊݅ݏ 0 = 3     →  ܿଵ = 3 

ݕ = 3 ݊݅ݏ ݔ + 2 ݏܿ ݔ   جواب خصوصی معادله

  :از روي جواب دیگر ي همگن معادلهیافتن یک جواب  ي نحوه

معمولی  همگني  معادلهبراي  ଶݕو ଵݕمانند همان طوري که قبلاً اشاره گردید اگر دو جواب مستقل خطی 

وجود ଶݕو ଵݕروش کلی براي پیدا کردن  اما هیچ .جواب عمومی آن را نیز به دست آورد توان میباشد 

آن را به  را از روي آن و در نهایت جواب عمومی ଶݕتوان میمعلوم باشد  ଵݕولی اگر یک جواب  .ندارد

از رابطه زیر  ଶݕآنگاه جواب دوم آن یعنی  .باشد ∗∗ي همگن معادلهیک جواب  ଵݕدست آورد فرض کنید 

  :قابل محاسبه است

ᇱᇱݕ + ᇱݕ(ݔ)ܲ + ݕ(ݔ)ܳ =   همگن          0

ଵݕ ݂݅ = →        یک جواب همگن باشد ଶݕ =  ଵݕ.ݒ 

ݒ = න
1
ଵଶݕ

. ݁ି∫(௫)ௗ௫݀ݔ 

ᇱᇱݕଶݔي معادله :مثال + ᇱݕݔ − ݕ = ଵݕبافرض اینکه .در نظر بگیرید  0 = هاي  از جوابیکی  ݔ

  .جواب عمومی آن را به دست آورید ،فوق باشد ي معادله

ᇱᇱݕ +
1
ݔ
ᇱݕ −

1
ଶݔ
ݕ = ݒ                        0 = න

1
ଵଶݕ

. ݁ି∫(௫)ௗ௫݀ݔ 
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݁ି∫(௫)ௗ௫ = ݁ି∫
భ
ೣௗ௫ = ݁ି௫ =

1
 ݔ

ݒ = න
1
ଶݔ

.
1
ݔ
ݔ݀ =

1
ଶݔ2−

     → ଶݕ = ଵݕ  ݒ  =
1

ଶݔ2−
× ݔ =

−1
ݔ2

 

  :باشد میر به شکل زی ي همگن معادلهدر نهایت جواب عمومی 

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ  = ܿଵݔ + ܿଶ(
−1
ݔ2

) 

  :دوم با ضرایب ثابت ي مرتبهی همگن ي دیفرانسیل معادلهحل 

  :باشد میدوم با ضرایب ثابت به شکل زیر  ي مرتبهی همگن ي دیفرانسیل معادلهصورت کلی 

ᇱᇱݕ + ᇱݕ + ݕݍ = 0            ቀݍ و ضرایب ثابت اند ቁ 

ݕ = ݁௫  جهت به دست آوردن مقدار  .باشد میفوق  ي به عنوان جواب معادله ݉با عدد ثابت مناسب

  . مزبور گویند ي دیفرانسیل معادلهکمکی یا مفسر  ي که معادله شود زیر را تشکیل می ي معادله ݉مناسب 

ᇱᇱݕ   ݂݅    + ᇱݕ + ݕݍ = 0   →   ݉ଶ + ݉ + ݍ =  معادله مفسر یا کمکی      0

݉ଵ,݉ଶ =
− ± ඥଶ− ݍ4

2
 

  :با توجه به معادله حالت هاي زیر قابل پیش بینی است

در این حالت . ଵ݉و  ଶ݉ز دارد مانند حقیقی متمایی ریشهدو کمکی  ي معادله :حالت اول -1

ଵݕ = ݁భ௫  ݕوଶ = ݁మ௫  با توجه به اینکهنسبت  .دست خواهد آمدبه௬భ
௬మ

= ݁(భିమ)௫ 

در نتیجه جواب عمومی آن به . یک عدد ثابت نیست بنابراین جواب هاي مستقل خطی هستند

 :باشد میشکل زیر 
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ݕ = ܿଵ݁భ௫ + ܿଶ݁మ௫ 

  :زیر را حل کنید ي معادله :مثال

ᇱᇱݕ + ᇱݕ − ݕ6 = 0    

  :به طریق زیر تشکیل داد توان میمفسر را  ي به مطالب فوق معادله با توجه :جواب

݉ଶ + ݉ − 6 = 0   → ∆= ܾଶ − 4ܽܿ = 1 − 4(−6) = 25   

݉ଵ = −3     ݉ଶ = 2  

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ = ܿଵ݁ିଷ௫ + ܿଶ݁ଶ௫  

اگر عبارت زیر رادیکال کوچکتر از صفر باشد طوري که دو ریشه مختلط و متمایز  :حالت دوم -2

ܽاین دو جوابرا به صورت  توان می.داشته باشد ± بنابراین براي به دست آوردن جواب  .نوشت ܾ݅

 :عمومی

݁భ௫ = ݁(ା)௫ = ݁௫. ݁௫ = ݔܾݏܿ) + ௫݁(ݔܾ݊݅ݏ݅   ∗ 

݁మ௫ = ݁(ି)௫ = ݁௫. ݁ି௫ = ݔܾݏܿ) − ௫݁(ݔܾ݊݅ݏ݅   ∗∗ 

تقسیم و بار  2ر یک بار جمع کرده و ب ∗∗و ∗از آنجاییکه جواب هاي حقیقی مورد نظر هستند بنابراین 

تا جواب هاي زیر حاصل شود در نهایت جواب عمومی  شود میتقسیم  2݅دیگر از هم کم کرده و بر 

  :معادله به قرار زیر است

ଵݕ =
݁భ௫ + ݁మ௫

2 = ܿଵ݁௫ ݏܿ  ݔܾ

ଶݕ =
݁భ௫ − ݁మ௫

2݅
= ܿଶ݁௫ ݊݅ݏ  ݔܾ

→ ݕ   = ܿଵ݁௫ ݏܿ ݔܾ + ܿଶ݁௫ ݊݅ݏ  ݔܾ
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  :ي زیر معادلهمطلوبست جواب هاي  :مثال

ᇱᇱݕ + ᇱݕ2 + ݕ10 = 0   

  :با توجه به مطالب فوق :جواب

݉ଶ + 2݉ + 10 = 0   

݉ =
−2 ± √1 − 10

1 = −1 ± 3݅ 

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ  = ݁ି௫(ܿଵ ݏܿ ݔ3 + ܿଶ ݊݅ݏ  (ݔ3

 :حالت سوم -3

  :جواب مضاعف داشته باشد فقط یک جواب وجود دارد که عبارتست از ݉ اگر

ଵݕ = ݁௫ = ݁
ష
మ ௫چرا که → ݉ =

− ± ඥଶ − ݍ4
2 =

−
2  

  :قابل حصول استଵݕنیز از روي جواب اولی  ଶݕحال جواب دوم یعنی 

ଵݕ = ݁
ష
మ ௫ ݒ,      = න

1
ଵଶݕ

. ݁ି∫(௫)ௗ௫݀ݔ = න
1

݁
ష
మ ௫

ଶ .݁ି௫  ݔ݀.

ݒ = න݀ݔ = ݔ + ܿ   → ଶݕ   =  ௫݁ݔ

  :مقابل ي مطلوبست حل معادله :مثال

ᇱᇱݕ + ᇱݕ4 + ݕ4 = 0 

  :جواب
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→ ݉ଶ + 2݉ + 10 = 0   →   (݉ + 2)ଶ = 0    → ݉ =  ریشه مضاعف  2−

ଵݕ = ݁ିଶ௫   , ଶݕ = ଶ௫ି݁ݔ
 ௦௪ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮݕ = ܿଵ݁ିଶ௫ + ܿଶ݁ିଶ௫ 

با ضرایب ثابت به شکل زیر  ي غیرهمگن معادلهصورت کلی  :با ضرایب ثابت ي غیرهمگن معادلهحل 

  :باشد می

ᇱᇱݕ + ᇱݕ + ݕݍ =  (ݔ)ܴ

فوق باشد  ي همگن معادلهجواب عمومی  ݕیک جواب خصوصی براي این معادله باشد و  ݕهرگاه 

ᇱᇱݕجوابعمومی  ݕ( + ᇱݕ + ݕݍ =   :آنگاه جواب عمومی معادله فوق عبارت خواهد بود از) 0

ݕ = ݕ +  ݕ

قابل حصول ) ,ݍبا توجه به ثابت بودن ضرایب ثابت آن(هاي قبلی  فوق از راه حل ي معادلهجواب عمومی 

  .آید میجواب خصوصی آن هم از روش ضرایب نامعین به دست  .است

با ضرایب ثابت به  غیرهمگندوم  ي مرتبهي دیفرانسیل معادلهݕبه دست آوردن جواب خصوصی  ي نحوه

  :روش نا معین

(ݔ)ܴهرگاه  -الف = ݁௫  ݕباشد یعنی معادله بصورتᇱᇱ + ᇱݕ + ݕݍ = ݁௫ باشد :  

ଶ݉ریشهساده معادله کمکی آن یعنی  ܽاگر  -1 + ݉ + ݍ = معادله نباشد جواب خصوصی  0

 :خواهد بود زیربه صورت 

ᇱᇱݕ:݂݅ + ᇱݕ + ݕݍ = (ݔ)ܴ = ݁௫  ܽ ریشه ساده معادله کمکی نباشد       ,      

  : آنگاه



37 
 

ݕ = ௫݁ܣ  

ଶ݉ریشه ساده معادله کمکی  ܽاگر  -2 + ݉ + ݍ = باشد در این صورت جواب خصوصی  0

 : به صورت مقابل خواهد بود

ݕ = ௫݁ݔܣ  

ଶ݉ریشه مضاعف معادله کمکی  ܽ اگر  -3 + ݉ + ݍ = باشد آنگاه جواب خصوصی به  0

 :صورت مقابل خواهد بود

ݕ =  ଶ݁௫ݔܣ

هم بعد از جایگذاري جواب خصوصی در معادله دیفرانسیل تعیین  ܣدر تمام موارد فوق ضریب  :نکته

  .خواهد شد

ᇱᇱݕمطلوبست حل معادله  :مثال − ᇱݕ − ݕ6 = 20݁ିଶ௫ و جواب خصوصی و عمومی آن.  

  :شود میبه دست آورده  ي همگن معادلهابتدا جواب عمومی  :جواب

ᇱᇱݕ − ᇱݕ − ݕ6 = 0     ← ي معادله مزبور  معادله همگن 

݉ଶ −݉ − 6 = 0    ݉ = 3 ,−2 

  :معادله جواب عمومی همگن

ݕ = ܿଵ݁ଷ௫ + ܿଶ݁ିଶ௫ 

(ݔ)ܴهم با توجه به اینکه ݕبراي به دست آوردن جواب خصوصی  = ݁ିଶ௫ و ܽ = یکی از  2−

  :لذا باشد میفوق  ي دیفرانسیل معادلهریشه هاي ساده و متمایز معادله کمکی 



38 
 

ݕجهت به دست آوردن ضریب ثابت = ௫݁ݔܣ      → ᇱݕ  = ଶ௫ି݁ܣ − ଶ௫ି݁ݔܣ2              ←   

ᇱᇱݕ = ଶ௫ି݁ܣ2− − ଶ௫ି݁ܣ2 +  ଶ௫ି݁ݔܣ4

→ ଶ௫ି݁ܣ4−  + ଶ௫ି݁ݔܣ4 − ଶ௫ି݁ܣ + ଶ௫ି݁ݔܣ2 − ଶ௫ି݁ݔܣ6 = 20݁ିଶ௫  

→ ଶ௫ି݁ܣ5−  = 20݁ିଶ௫ → ܣ     = −4  → ݕ =  ଶ௫ି݁ݔ4−

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ   = ݕ + ݕ = ܿଵ݁ଷ௫ + ܿଶ݁ିଶ௫ −  ଶ௫ି݁ݔ4

  :را بیابید ي زیر معادلهجواب عمومی  :مثال

ᇱᇱݕ − ᇱݕ(ݔ)݂ + (ݔ)݂) − ݕ(1 = 0 

ଵݕ = ݁௫    → ଶݕ = ݒ,    ଵݕݒ = න
1
ଵଶݕ

. ݁ି∫(௫)ௗ௫݀ݔ = න
1
݁ଶ௫

. ݁∫(௫)ௗ௫ ݔ݀. = 

ଶݕ = ଵݕݒ
 ௦௪ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁௫.න

1
݁ଶ௫

.݁∫ (௫)ௗ௫ .  ݔ݀

دوم صفر شود یکی از  ي مرتبهدیفرانسیل  ي معادلهدر  )ᇱᇱݕو ᇱݕو ݕضرایب (اگر مجموع ضرایب  :نکته

ଵݕجواب ها  = ݁௫  ݕاست وଶ  ݕهم از رويଵ  باشد میقابل حصول.  

  :اویلر گویند ي ی به شکل زیر را معادلهي دیفرانسیل معادله:اویلر ي معادله

ᇱᇱݕଶݔ + .ݔ ᇱݕ + ݕݍ = 0       ቀݍو:  ቁضرایب عدد ثابت

ݔکافیست که تغییر متغیر  ي اویلر معادلهبراي حل  = ݁௭ این صورت معادله تبدیل در  .در نظر گرفته شود

  .اي با ضرایب ثابت می گردد که روش حل آن قبلاً عنوان شده است به معادله

  :ی مقابلي دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

ᇱᇱݕଶݔ + .ݔ3 ᇱݕ + ݕ10 = 0 
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است پس طبق  ي اویلر معادلهمعادله فوق یک  .همان طوري که از صورت معادله مشخص است :جواب

 :مطالب فوق

ᇱᇱݕଶݔ + ᇱݕ.ݔ3 + ݕ10 = 0   →  ൜
 = 3
ݍ = 10    → → تغییر متغیر مناسب ݔ  = ݁௭ 

→ ᇱݕ =
ݕ݀
ݔ݀ =

ݕ݀
ݖ݀ ×

ݖ݀
ݔ݀ =

ݕ݀
ݖ݀ ×

1
 ݔ

′′ݕ =
݀ଶݕ
ଶݔ݀ =

݀
ݔ݀ ൬

ݕ݀
൰ݔ݀ =

݀
ݔ݀ ൬

1
ݔ
ݕ݀
൰ݖ݀ =

݀
ݔ݀ ൬

ݕ݀
൰ݖ݀ ൬

1
൰ݔ + ൬

ݕ݀
ݖ݀

−1
ଶݔ ൰ 

′′ݕ =
݀(ௗ௬

ௗ௭
)

ݖ݀ݔ
×

1
ݔ

+ ൬
ݕ݀
൰ݖ݀ ൬

−
1
ଶ൰ݔ

→ 

′′ݕ =
1
ଶݔ
ቆ
݀ଶݕ
ଶݖ݀

ቇ −
1
ଶݔ ൬

ݕ݀
൰ݖ݀

 

  :حال اگر در معادله اصلی جایگذاري شود

ଶݔ ቈ
1
ଶݔ ቆ

݀ଶݕ
ଶቇݖ݀ −

1
ଶݔ ൬

ݕ݀
൰ݖ݀ + ݔ3 

ݕ݀
൨ݖ݀ ൬

1
൰ݔ + ݕ10 = 0 

݀ଶݕ
ଶݖ݀ −

ݕ݀
ݖ݀ + 3

ݕ݀
ݖ݀ + ݕ10 = ௭ᇱᇱݕ + ௭ᇱݕ2 + ݕ10 = 0 

  با ضرایب ثابت ي همگن معادله

′ = 2   , ′ݍ = 10 

  :معادله جدید تشکیل داده شود ي مفسر معادلهچنانچه 

→ ݉ଶ + 2݉ + 10 = 0 

∆= ܾଶ − 4ܽܿ = 4 − 4(10)(1) = 4 − 40 = −36 = 36݅ଶ 
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݉ଵ,݉ଶ =
−2 ± √36݅ଶ

2 =
−2 ± 6݅

2 =  −1 + 3݅   ,−1 − 3݅ 

ଵݕ = ݁ି௫(ܿݏ ݔ3 + ଶݕ, (ݔ3 ݊݅ݏ ݅ = ݁ି௫(ܿݏ ݔ3 −  (ݔ3 ݊݅ݏ ݅

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ   = ݁ି௫(ܿଵ ݏܿ ݔ3 + ܿଶ ݊݅ݏ  (ݔ3

ݔبعد از اختیار تغییر متغیر  ي اویلر معادلههمان طوري که در مثال قبلی دیدید  :نکته = ݁௭   تبدیل به

  :ضرایب ثابت به شکل زیر می گردد با ي همگن معادله

ᇱᇱݕଶݔ + ᇱݕ + ݕݍ = 0 
௫ୀ
ሱ⎯⎯ሮ ௭ᇱᇱݕ + ௭ᇱݕᇱ + ݕ ′ݍ = 0 

ᇱ =  − 1   , ᇱݍ =   ݍ

ᇱᇱݕ + ) − ᇱݕ(1 + ݕݍ = 0 

(ݔ)ܴحال اگر  -1  - ب = ݊݅ݏ ᇱᇱݕیعنی ݔܾ + ᇱݕ() + ݕݍ = ݊݅ݏ  : آنگاهݔܾ

ݕ = ݔܾ݊݅ݏܣ +  ݔܾݏܿܤ

  .آید میدست  در معادله اصلی به ݕاز جایگذاري ܤو ܣکه ضرایب

(ݔ)ܴو اگر  -2 = ݏܿ ᇱᇱݕیعنی  ݔܾ + ᇱݕ() + ݕݍ = ݏܿ  : آنگاه ݔܾ

ݕ = ݔܾ݊݅ݏܣ +  ݔܾݏܿܤ

 

  .آید میدر معادله اصلی به دست  ݕاز جایگذاري  ܤو ܣکه در اینجا نیز 

(ݔ)ܴو باز اگر  -3 = ݊݅ݏߙ ݔܾ + جواب  2-و ب 1-ب هاي  آنگاه مطابق حالت .باشد ݔܾݏܿߚ

 :عبارت خواهد بود از
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ݕ = ݔܾ݊݅ݏܣ +  ݔܾݏܿܤ

  .قابل حصول خواهد بود ܤو ܣ مقادیر ،همانند حالت هاي بالا ،در معادله اصلی ݕبا جایگذاري معادله 

ضریب ثابتی از ݕکه در معادله اصلی متوجه شدیم ݕهرگاه بعد از جایگذاري  3-در حالت ب :نکته

ݕاست یعنی  (ݔ)ܴ = آنگاه جواب خصوصی نهایی از عبارت مقابل به دست ) ܿعدد ثابت((ݔ)ܴܿ

  :خواهد آمد

ݕ = ݔܾ݊݅ݏܣ)ݔ +  (ݔܾݏܿܤ

  :دیفرانسیل مقابل ي معادلهمطلوبست حل  :مثال

ᇱᇱݕ + ݕ4 = 3 ݊݅ݏ  ݔ

  :جواب

  :در اینجا صادق است پس 1-همان طوري که مشاهده می کنید حالت ب :ݕابتدا 

ݕ =  ݔ݊݅ݏܣ

  :شود میدر معادله اصلی جایگذاري  ݕ،ܣبراي به دست آوردن مقدار

ݕ = →  ݔ݊݅ݏܣ ᇱݕ   = ,     ݔݏܿܣ ᇱᇱݕ = ܣ− ݊݅ݏ  ݔ

→ ݔ ݊݅ݏܣ−  + ݔ ݊݅ݏܣ4 = 3 ݊݅ݏ → ݔ ܣ−  + ܣ4 = 3 → ܣ = 1  

ݕ =    ݔ݊݅ݏ

  :آید میحال جواب عمومی همگن معادله فوق به دست 

ᇱᇱݕ + ݕ4 = 0 

݉ସ + 4 = 0  ݉ = ±2݅       
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ݕ = ݁௫(ܿଵ ݏܿ ݔ2 + ܿଶ ݊݅ݏ  (ݔ2

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ   = (ܿଵ ݏܿ + ݔ2 ܿଶ ݊݅ݏ ݔ2 +  (ݔ݊݅ݏ

یک کثیر الجمله باشد به عبارت  (ݔ)ܴعنیی معادلهاکنون حالتی را در نظر بگیرید که طرف راست  -پ

  :زیر را در نظر بگیرید ي معادلهدیگر 

′′ݕ + ′ݕ + ݍ = ܽ + ܽଵݔ + ܽଶݔଶ + ⋯+ ܽݔ 

  :در این صورت جواب خصوصی از رابطه زیر قابل محاسبه است

ݕ = ܣ + ݔଵܣ + ଶݔଶܣ + ⋯+  ݔܣ

در معادله اصلی قابل حصول  ݕضرایب مجهول هستند که از جایگذاري  ܣ......و ଶܣو ଵܣوܣکه 

  .است

ݍ(برابر صفر باشد  ݍهرگاه مقدار ثابت : نکته = بعد از . ظاهر نشود ݕي فوق  یعنی در معادله) 0

خواهد بود  ݔاي با بزرگترین توان  جمله ିଵݔي اصلی، در سمت چپ معادله،  در معادله ݕجایگذاري 

  ). ݕبه خاطر عدم وجود (

ݕبنابراین در این حالت جواب خصوصی به صورت  = ܣ)ݔ + ݔଵܣ + ଶݔଶܣ + ⋯+  (ݔܣ

,(هر دو صفر باشند و  ݍشود و اگر  در نظر گرفته می ݍ = با انتگرالگیري ) ݕ(جواب خصوصی ) 0

 . آید مستقیم بدست می

  :ي مقابل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′′ݕ − ′ݕ2 + ݕ5 = ଶݔ25 + 12 

  :شود میفوق به دست آورده  ي همگن معادلهابتدا جواب عمومی  :جواب
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ᇱᇱݕ − ᇱݕ2 + ݕ5 =   معادله همگن          0

→ معادله مفسر ݉ଶ − 2݉ + 5 = 0  → ݉ = 1 ± 2݅   

→ ݕ  = ݁௫(ܿଵ ݊݅ݏ + ݔ2 ܿଶ ݏܿ  (ݔ2

  :آید میحال جواب خصوصی به صورت زیر به دست 

ݕ = ଶݔܣ + ݔܤ + ܿ → ᇱݕ = ݔܣ2 + ᇱᇱݕ   ,   ܤ =  ܣ2

ܣ2 − ݔܣ4 − ܤ2 + ଶݔܣ5 + ݔܤ5 + 5ܿ = ଶݔ25 + 12 

ܣ = 5  , ܤ = ܥ,    4 = 2  → 

ݕ = ଶݔ5 + ݔ4 + 2 

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ   = ݁௫(ܿଵ ݊݅ݏ + ݔ2 ܿଶ ݏܿ (ݔ2 + ଶݔ5 + ݔ4 + 2 

′′ݕهاي خصوصی معادلات  به ترتیب جواب (ݔ)ଶݕو (ݔ)ଵݕهرگاه  :نکته + ′ݕ + ݍ = ܴଵ(ݔ) 

′′ݕ و + ′ݕ + ݍ = ܴଶ(ݔ)  ݕباشد و  آنها باشدآنگاه  ي همگن معادلهعمومی جواب

ݕ = (ݔ)ଵݕ + ′′ݕ جواب خصوصی (ݔ)ଶݕ + ′ݕ + ݍ = ܴଵ(ݔ) + ܴଶ(ݔ)خواهد بود.  

  :ی مقابلي دیفرانسیل معادلهمطلوبست جواب عمومی  :مثال

′′ݕ + ݕ4 = 4 ݏܿ ݔ2 + 6 ݏܿ ݔ −  ݔ4

′′ݕ وݕمطابق مطالب فوق جواب همگن :جواب + ݕ4 = هاي قبلی قابل حصول استو از  مطابق روش 0

ر ی (ݔ)ଵݕطرفی اگ ′′ݕ جواب خصوص + ݕ4 = 4 ݏܿ جواب خصوصی  (ݔ)ଶݕو ݔ2

′′ݕ + ݕ4 = +6 ݏܿ ′′ݕجواب خصوصی (ݔ)ଷݕوݔ + ݕ4 = در این صورت جواب نهایی  ݔ4−

  :عبارت خواهد بود از
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ݕ = ݕ + (ݔ)ଵݕ + (ݔ)ଶݕ +  (ݔ)ଷݕ 

دوم از روي جواب عمومی همگن آن  ي مرتبهروش به دست آوردن جواب خصوصی معادلات دیفرانسیل 

  :با استفاده از روش تغییر پارامترها

  :دوم را به شکل مقابل در نظر بگیرید ي مرتبهدیفرانسیل  ي معادله

′′ݕ + ′ݕ(ݔ)ܲ + ݕ(ݔ)ܳ =  (ݔ)ܴ

ݕفرض کنید  = ܿଵݕଵ(ݔ) + ܿଶݕଶ(ݔ)  دیفرانسیل فوق  معادله  ي همگن معادلهجواب عمومی 

′′ݕ) + ′ݕ(ݔ)ܲ + ݕ(ݔ)ܳ = فوق از روابط زیر قابل ي  معادله ݕباشد آنگاه جواب خصوصی  (0

  :حصول است

ݕ = ଵݕଵݒ +  ଶݕଶݒ

ଵݒ = න
(ݔ)ܴ.(ݔ)ଶݕ−
,ଵݕ)߱ (ଶݕ ଶݒ   ,     ݔ݀ = න

(ݔ)ܴ.(ݔ)ଵݕ
(ଶݕ,ଵݕ)߱   ݔ݀

,ଵݕ)߱    رونسکیଶݕ,ଵݕ (ଶݕ = ฬ
(ݔ)ଵݕ (ݔ)ଶݕ
(ݔ)ᇱଵݕ  ฬ(ݔ)ᇱଶݕ

  :ی زیري دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′′ݕ − ′ݕ3 + ݕ2 = ݊݅ݏ − ݔ2 18 ݏܿ  ݔ2

  :جواب

  ي همگن معادلهابتدا جواب عمومی  :1روش 

ᇱᇱݕ − ᇱݕ3 + ݕ2 = 0 

݉ଶ − 3݉ + 2 = 0  →   ݉ = 1,2  
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ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ଶ௫    → ଵݕ   = ݁௫   , ଶݕ = ݁ଶ௫ 

  :مطابق روش تغییر پارامتري ݕبه دست آوردن  حال براي

(ଶݕ,ଵݕ)߱ = ฬ
(ݔ)ଵݕ (ݔ)ଶݕ
(ݔ)ᇱଵݕ ฬ(ݔ)ᇱଶݕ = ቚ݁

௫ ݁ଶ௫
݁௫ 2݁ଶ௫

ቚ = 2݁ଷ௫ − ݁ଷ௫ = ݁ଷ௫  

ଵݒ = න
(ݔ)ܴ.(ݔ)ଶݕ−
,ଵݕ)߱ (ଶݕ = ݔ݀ න

−݁ଶ௫

݁ଷ௫
݊݅ݏ) ݔ2 − 18 ݏܿ  ݔ݀(ݔ2

ଶݒ = න
(ݔ)ܴ.(ݔ)ଵݕ
(ଶݕ,ଵݕ)߱ = ݔ݀ න

݁௫

݁ଷ௫
݊݅ݏ) ݔ2 − 18 ݏܿ  ݔ݀(ݔ2

ݕ = ଵݕଵݒ +  ଶݕଶݒ

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ = ݕ + ݕ  

  :را به دست آورد ݕتوان میبا استفاده از ضرایب نامعین هم  :2روش 

݉ଶ − 3݉ + 2 = 0  →   ݉ = 1,2 → ݕ = ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ଶ௫  

ݕ = ݔ2 ݊݅ݏܣ + → ݔ2 ݏܿܤ  ൜
ᇱݕ = ݔ2  ݏܿܣ2 − ݔ2 ݊݅ݏܤ2
ᇱᇱݕ = ݔ2 ݊݅ݏܣ4− −  ݔ2 ݏܿܤ4

→ ݔ2 ݊݅ݏܣ4− − ݔ2 ݏܿܤ4 − ݔ2 ݏܿܣ6 + ݔ2 ݊݅ݏܤ6 + ݔ2 ݊݅ݏܣ2 + ݔ2 ݏܿܤ2

= ݊݅ݏ ݔ2 − 18 ݏܿ   ݔ2

→ ܣ =
3
2

ܤ    ,      =
5
3

 

ݕ =
3
2 ݊݅ݏ ݔ2 +

5
3 ݏܿ  ݔ2

→ ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ  = ݕ + ݕ =
3
2
݊݅ݏ ݔ2 +

5
3
ݏܿ ݔ2 + ܿଵ݁௫ + ܿଶ݁ଶ௫ 
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اول  ي مرتبهی هاي متشکل از دو معادله دستگاه ،در این مبحث به خاطر سادگی :ت دیفرانسیلدستگاه معادلا

  :شود میبر حسب دو تابع مجهول بررسی 

  :باشد میاول به شکل مقابل  ي مرتبهحالت کلی دستگاه متشکل از دو معادله 

൞

ݔ݀
ݐ݀

= ,ݕ,ݔ)݂ (ݐ

ݕ݀
ݐ݀

= ,ݔ)ܩ ,ݕ (ݐ
 

  :باشد میاول هم به شکل زیر  ي مرتبهحالت هاي خاص این دستگاه ها یعنی  دستگاه هاي خطی 

  :دستگاه خطی

൞

ݔ݀
ݐ݀

= ܽଵ(ݐ)ݔ + ܾଵ(ݐ)ݕ + ଵ݂(ݐ)

ݕ݀
ݐ݀ = ܽଶ(ݐ)ݔ + ܾଶ(ݐ)ݕ + ଶ݂(ݐ)

 

,ܽ]ي در فاصله(ݐ)ଵ݂,ଶو (ݐ)ଵ,ଶܾو (ݐ)ଵ,ଶܽکه در آن    .پیوسته هستند[ܾ

(ݐ)ଵ݂اگر  :نکته = (ݐ)ଶ݂و 0 = در غیر این صورت  .دستگاه خطی فوق را همگن گویند .باشد 0

  :ناهمگن است یعنی

݂݅     ൜ ଵ݂(ݐ) = 0
ଶ݂(ݐ) = 0     → ൞

ݔ݀
ݐ݀

= ܽଵ(ݐ)ݔ + ܾଵ(ݐ)ݕ

ݕ݀
ݐ݀

= ܽଶ(ݐ)ݔ + ܾଶ(ݐ)ݕ
  دستگاه همگن

,ܽ]ي  هرگاه دستگاه همگن فوق در فاصله :قضیه ൜وجواب دداراي [ܾ
ݔ = (ݐ)ଵݔ
ݕ = ൜و (ݐ)ଵݕ

ݔ = (ݐ)ଶݔ
ݕ = باشد (ݐ)ଶݕ

مذکور از همدیگر مستقل خطی باشد به طوري که یکی مضرب  ي فاصلهبه طوریکه این دو جواب در 
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ଵݔฬ(دیگري نباشد و رونسکی جواب هاي فوق مخالف صفر باشد
(ݐ) (ݐ)ଶݔ

(ݐ)ଵݕ ฬ(ݐ)ଶݕ ≠ آنگاه دستگاه ) 0

  :داراي جواب عمومی به شکل مقابل خواهد بود

൜
ݔ = ܿଵݔଵ(ݐ) + ܿଶݔଶ(ݐ)
ݕ = ܿଵݕଵ(ݐ)ݔ + ܿଶݕଶ(ݐ) 

 ଵܿبه طوریکه  .براي ما جواب عمومی خواهد بود ،یعنی هر ترکیب خطی از جواب هاي دستگاه همگن

  .ثابت هاي دلخواه هستند ଶܿو

  :پیدا کردن جواب عمومی دستگاه در معادله عمومی خطی همگن با ضرایب ثابت ي نحوه

  :باشد میدستگاه خطی همگن با ضرایب ثابت به شکل زیر 

൞

ݔ݀
ݐ݀

= ܽଵݔ + ܾଵݕ

ݕ݀
ݐ݀ = ܽଶݔ + ܾଶݕ

 

ܽଵܽوଶ ܾوଵ ܾوଶ اعداد ثابت هستند.  

  :جواب دستگاه عبارت است از

൜ݔ = ௧݁ܣ

ݕ =  ௧݁ܤ

مناسب را  ݉کمکی زیر را تشکیل داده و با توجه به حالات زیر  ي مناسب معادله ݉جهت به دست آوردن

  :شود استخراج می

ฬܽଵ −݉ ܾଵ
ܽଶ ܾଶ −݉ฬ = 0  → (ܽଵ −݉)(ܾଶ −݉)− ܾଵܽଶ = 0 



48 
 

داشته باشند در این حالت به  ଶ݉و ଵ݉اگر معادله کمکی ریشه هاي حقیقی متمایز :حالت اول -1

  :جواب ها را به شکل زیر تعیین کرد توان میسادگی 

൜ݔଵ = ଵ݁భ௧ܣ

ଵݕ = ଵ݁భ௧ܤ     ,     ൜ݔଶ = ଶ݁మ௧ܣ

ଶݕ = ଶ݁మ௧ܤ   →   ൜ݔ = ܿଵܣଵ݁భ௧ + ܿଶܣଶ݁మ௧

ݕ = ܿଵܤଵ݁భ௧ + ܿଶܤଶ݁మ௧ 

  .هم از جایگذاري جواب در معادله اصلی قابل حصول استଶܤو  ଵܤ،  ଶܣ،  ଵܣ

  :دستگاه زیر را حل کنید :مثال

൞

ݔ݀
ݐ݀

= ݔ + ݕ

ݕ݀
ݐ݀

= ݔ4 − ݕ2
 

  :شود میمطابق مطالب فوق ابتدا معادله کمکی دستگاه فوق تشکیل  :جواب

ቚ1 −݉ 1
4 −2 −݉ቚ = (1 −݉)(−2 −݉)− 4 = 0    ݉ଵ = −3  ,݉ଶ = 2   

→ ݂݅ ݉ = −3  →   ൜ ଵݔ = 1݁ିଷ௧

ଵݕ = −4݁ିଷ௧
 

݂݅ ݉ = 2  →  ൜
ଶݔ = 1݁ଶ௧

ଶݕ = 1݁ଶ௧
 

→  ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅  ൜
ݔ = ܿଵ݁ିଷ௧ + ݁ଶ௧

ݕ = −4ܿଵ݁ଶ௧ + ܿଶ݁ଶ௧
 

اگر معادله کمکی ریشه مضاعف داشته باشد در این صورت معادله داراي یک جواب به  :حالت دوم -2

 صورت 

൜ݔଵ = ௧݁ܣ

ଶݕ = ௧݁ܤ  



49 
 

  :شود میاست و جواب دیگر به صورت زیر در نظر گرفته 

൜
ଶݔ = ଵܣ) + ௧݁(ݐଶܣ

ଶݕ = ଵܤ) + ௧݁(ݐଶܤ
 

با جایگذاري جواب ها در معادله اصلی ثابت ها قابل حصول هستندو در نهایت جواب عمومی به شکل 

  :زیر خواهد بود

൜
ݔ = ܿଵ݁ܣ௧ + ܿଶ(ܣଵ + ௧݁(ݐଶܣ

ݕ = ܿଵ݁ܤ௧ + ܿଶ(ܤଵ +  ௧݁(ݐଶܤ

  :دستگاه معادلات زیر را حل کنید :مثال

൞

ݔ݀
ݐ݀

= ݔ3 − ݕ4

ݕ݀
ݐ݀ = ݔ −      ݕ

 

  :شود میمطابق مطالب فوق ابتدا معادله کمکی تشکیل داده  :جواب

ቚ3 −݉ −4
1 −1 −݉ቚ = (3 −݉)(−1 −݉) + 4 = 0 → (݉− 1)ଶ = 0 → ݉ =   (ریشه مضاعف)1

݉ = 1  →   ൜ݔଵ = ௧݁ܣ

ଵݕ = ௧݁ܤ
ܣ   = 2  , ܤ = 1   →  ൜ݔଵ = 2݁௧

ଵݕ = ݁௧
 

→ ൜
ଶݔ = ଵܣ) + ௧݁(ݐଶܣ

ଶݕ = ଵܤ) + ௧݁(ݐଶܤ
 با جایگذاري در معادله اصلی
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ଵܣ = ଶܣ, 1 = ଵܤ,2 = ଶܤ,0 = 1 

  

൜
ଶݔ = (1 + ௧݁(ݐ2

ଶݕ = (0 + ௧݁(ݐ
→ → ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅   ൜

ݔ = 2ܿଵ݁௧ + ܿଶ(1 + ௧݁(ݐ2

ݕ = ܿଵ݁௧ + ܿଶݐ ݁௧
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به حالت  توان میایز دارد در این ریشه اینها را معادله کمکی ریشه مختلط و متم :حالت سوم -3

݉ଵ = ܽ + ଶ݉و ܾ݅ = ܽ − در این صورت جواب هاي مختلط دستگاه به  .در نظر گرفتܾ݅

 :شکل زیر خواهند بود

݉ଵ = ܽ + ܾ݅  →  ቊݔଵ = ଵܣ) + ଶ)݁ାܣ݅

ଵݕ = ଵܤ) + ଶ)݁ାܤ݅
 

݉ଶ = ܽ − ܾ݅  →  ቊݔଶ = ଷܣ) + ସ)݁ିܣ݅

ଶݕ = ଷܤ) + ସ)݁ିܤ݅
 

  :جواب هاي حقیقی هم عبارت خواهند بود از

൜
ଵݔ = ݁௧(ܣଵ ݏܿ − ݐܾ ଶܣ ݊݅ݏ (ݐܾ
ଵݕ = ݁௧(ܤଵ ݏܿ ݐܾ − ଶܤ ݊݅ݏ (ݐܾ

 

൜
ଶݔ = ݁௧(ܣଵ ݊݅ݏ ݐܾ + ଶܣ ݏܿ (ݐܾ
ଶݕ = ݁௧(ܤଵ ݊݅ݏ ݐܾ + ଶܤ ݏܿ (ݐܾ

 

  :و جواب عمومی حقیقی هم به شکل زیر خواهد بود

൜
ݔ = ݁௧[ܿଵ(ܣଵ ݏܿ − ݐܾ ଶܣ ݊݅ݏ (ݐܾ + ܿଶ(ܣଵ ݊݅ݏ ݐܾ + ଶܣ ݏܿ (ݐܾ
ݕ = ݁௧[ܿଵ(ܤଵ ݏܿ ݐܾ − ଶܤ ݊݅ݏ (ݐܾ + ܿଶ(ܤଵ ݊݅ݏ ݐܾ + ଶܤ ݏܿ (ݐܾ

 

  :دستگاه معادلات زیر را حل کنید :مثال

൞

ݔ݀
ݐ݀ = ݔ4 −      ݕ2

ݕ݀
ݐ݀

= ݔ5 +      ݕ2
 

  :شود میاي قبل معادله کمکی تشکیل ابتدا مطابق مثال ه :جواب

ቚ4 − ݉ −2
5 2 −݉ቚ = (4 −݉)(2 −݉) + 10 = 0  →   ݉ = 3 ± 3݅ 
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→ ൜
(4 ܣ(݉− − ܤ2 = 0
ܣ5 + (2 − ݉) = 0 → ቄ ܣ = 2

ܤ = 1 − 3݅ 

ݔ = 2݁(ଷାଷ)௧ = 2݁ଷ௧[ܿݏ ݐ3 + ݅ ݊݅ݏ  [ݐ3

ݕ = (1 − 3݅)݁(ଷାଷ)௧ = ݁ଷ௧(1 − ݏܿ)(3݅ ݐ3 + ݅ ݊݅ݏ (ݐ3

= ݁ଷ௧[(ܿݏ ݐ3 + 3 ݊݅ݏ (ݐ3 + ݊݅ݏ)݅ ݐ3 − 3 ݏܿ  [(ݐ3

  :تبدیل لاپلاس

را به تابع دیگري تبدیل می کند که  (ݔ)݂هرگاه عمل مشتق گیري را در نظر بگیریم عمل مشتق گیري تابع 

  :نشان داده شود ܦاگر عمل مشتق گیري را با .خواهد بود (ݔ)′݂همان 

൯(ݔ)൫݂ܦ =  (ݔ)′݂

,ܽ]روي بازه اي که .انتگرال گیري است ،تبدیل مهم دیگر اند تبدیل انتگرال بدین صورت تعریف شده  [ܾ

  :باشد می

[(ݔ)݂]ܫ = න ݔ݀(ݔ)݂



 

  :ߚ و ߙرا از توابع خطی گویند هرگاه به ازاي تمام اعداد ثابت  ܶ تبدیل:نکته

ܶ൫(ݔ)݂ߙ + ൯(ݔ)݃ߚ = ൯(ݔ)൫݂ܶߙ +  ((ݔ)݃)ܶߚ

  .تبدیل هاي خطی محسوب می شوند یل مشتق توابع و انتگرال گیري جزءبه عنوان مثال عمل تبد

  :شود میمل تبدیل لاپلاس هم تبدیلی است که روي توابع به شکل زیر تعریف ع

ℒ[݂(ݔ)] = න ݁ି௫݂(ݔ)݀ݔ
ஶ


=  ()ܨ
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(ݔ)݂ ثابتمطلوبست تبدیل لاپلاس تابع  :مثال =   ؟ 1

همان طوري که در بالا اشاره گردید عمل تبدیل لاپلاس توابع به شکل زیر روي توابع انجام  :جواب

  :گیرد می

ℒ[݂(ݔ)] = ℒ[1] = න ݁ି௫ × ݔ1݀
ஶ


= න ݁ି௫݀ݔ

ஶ


= ݈݅݉

௫→ஶ
൬−

1

݁ି௫൰ − ൬−

1
൰

 

→ ℒ[1] =
1
 

  :باشند میبعضی از تبدیل هاي مهم لاپلاس به شکل زیر  :نکته

1   − (ݔ)݂ = 1    →   ℒ[1] =
1
ܲ

(ܲ)ܨ     ݎ     =
1
ܲ

 

2 − (ݔ)݂ = →    ݔ   ℒ[ݔ] =
1
ܲଶ (ܲ)ܨ     ݎ     =

1
ܲଶ 

3 − (ݔ)݂ = ݔ     →   ℒ[ݔ] =
݊!
ܲାଵ

(ܲ)ܨ     ݎ     =
݊!
ܲାଵ

 

4 − (ݔ)݂ = ݁௫     →   ℒ[݁௫] =
1

ܲ − ܽ
(ܲ)ܨ     ݎ     =

1
ܲ − ܽ

 

5 − (ݔ)݂ = ݊݅ݏ ݔܽ →  ℒ[݊݅ݏ [ݔܽ =
ܽ

ܲଶ + ܽଶ
      ܲ > (ܲ)ܨ     ݎ     0 =

ܽ
ܲଶ + ܽଶ

 

6 − (ݔ)݂ = ݏܿ ݔܽ →  ℒ[ܿݏ [ݔܽ =
ܲ

ܲଶ + ܽଶ       ܲ > (ܲ)ܨ     ݎ     0 =
ܲ

ܲଶ − ܽଶ 

تبدیل اگر به عنوان مثال  باشد میتمام تبدیل فوق از طریق فرمول کلی تبدیل لاپلاس قابل حصول  :نکته

(ݔ)݂یعنی  3لاپلاس شماره  =   :گرفته شوددر نظر  ݔ

(ݔ)݂ = ݔ     →   ℒ[ݔ] = න ݁ି ௫ݔ
ஶ


    ݔ݀
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  :ءبه جز ءانتگرال گیري جز

൝
ݔ = →   ݑ ݑ݀    =     ݔିଵ݀ݔ݊

݁ି ௫݀ݔ = →   ݒ݀ ݒ =
−1
ܲ
݁ି௫  

ℒ[ݔ] = න ݁ି ௫ݔ
ஶ


=  ݔ݀ 

−1
ܲ ݁ି௫൨ݔ − න

−1
ܲ ିଵݔ݊

ஶ


  ݔ݀


−1
ܲ
݁ି௫൨ݔ = 0   

  :است یعنی ݔبیشتر از  ା௫݁چرا که رشد 

݈݅݉
௫→ାஶ

݁ା௫ ≫ ݈݅݉
௫→ାஶ

 ݔ

→ ℒ[ݔ] =
݊

න ݁ି ௫ݔିଵ
ஶ


ݔ݀ =

݊

ℒ[ݔିଵ] =

݊

∙
݊ − 1


ℒ[ݔିଶ]   

→ ℒ[ݔ] =
݊
න ݁ି ௫ݔିଵ

ஶ


ݔ݀ =

݊
 ∙

݊ − 1
 ∙

݊ − 2
 ⋯

1
 ℒ

[1] =
݊!
 ×

1
 =

݊!
 ାଵ

→ ℒ[ݔ] =
݊!
ାଵ

 

  :مطلوبست تبدیل لاپلاس تابع مقابل :مثال

(ݔ)݂ = ଶݔ3 + 2 ݊݅ݏ − ݔ3 5 ݏܿ  ݔ2

  :جواب

ℒ[݂(ݔ)] = ℒ[3ݔଶ + 2 ݊݅ݏ − ݔ3 5 ݏܿ  [ݔ2

ℒ[݂(ݔ)] = 3ℒ[ݔଶ] + 2ℒ[݊݅ݏ [ݔ3 − 5ℒ[ܿݔ2ݏ] 

ℒ[݂(ݔ)] = 3 ×
2!
ଷ

+ 2 ×
3

ܲଶ + 3ଶ
− 5 ×

ܲ
ܲଶ + 2ଶ
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  :تبدیل لاپلاس معکوس به شکل زیر قابل محاسبه است :تبدیل لاپلاس معکوس

ℒ[݂(ݔ)] = ()ܨ        →     ℒିଵ[()ܨ] =  (ݔ)݂

  :مطلوبست تبدیل تبدیل لاپلاس معکوس توابع زیر :مثال

ℒିଵ 
12
ଷ
൨ =? 

  :جواب

ℒିଵ 
12
ଷ൨ = ℒିଵ 

6 × 2
ଷ ൨ = 6ℒିଵ 

2!
ଶାଵ൨ = 6 × ଶݔ     →   ℒିଵ 

12
ଷ൨ =  ଶݔ6

  :لوبست تبدیل معکوس لاپلاس توابع زیرمط :مثال

1 −  ℒିଵ 
6

) + 2)ଶ + 9
൨ =? 

  :جواب

ℒିଵ 
6

) + 2)ଶ + 9
൨ = 2ℒିଵ 

3
ଶ + 3ଶ

൨ = 2 ݊݅ݏ  ݔ3

→ ℒିଵ 
6

) + 2) + 9൨ = ݁ିଶ௫ × 2 ݊݅ݏ ݔ3 = 2 ݁ିଶ௫ ݊݅ݏ  ݔ3

2 −  ℒିଵ 
 + 3

ଶ + 2 + 5൨ =? 

  :جواب

 + 3
ଶ + 2 + 5

=
 + 1 + 2

) + 1)ଶ + 2ଶ
=

 + 1
) + 1)ଶ + 2ଶ

+
2

) + 1)ଶ + 2ଶ
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→ ℒିଵ 
 + 3

ଶ + 2 + 5൨ = ℒିଵ 
 + 1

) + 1)ଶ + 2ଶ൨ + ℒିଵ 
2

) + 1)ଶ + 2ଶ൨ = 

݁ି௧ ݏܿ ݔ2 + ݁ି௫ ݊݅ݏ ݔ2 = 

ℒିଵ 
 + 3

ଶ + 2 + 5൨ = ݁ି௧(ܿݏ ݔ2 + ݊݅ݏ  (ݔ2

[(ݔ)݂]ℒهرگاه  :دستور انتقالی =   :باشد آنگاه ()ܨ

ℒ[݂(ݔ)] = ()ܨ      →   ℒ[݁௫݂(ݔ)] = )ܨ − ܽ) 

  .اي فوق را در نظر گرفته مثال توان میبه عنوان مثال 

  :باشد میتبدیل لاپلاس هاي زیر جهت حل معادلات دیفرانسیل به کمک تبدیل لاپلاس مفید  :نکته

ℒ[ݕᇱ] = [ݕ]ℒ −  (0)ݕ

ℒ[ݕᇱᇱ] = [ݕ]ଶℒ − ᇱℒ(0) −  (0)′ݕ

  :ی زیر را با استفاده از تبدیل لاپلاس حل کنیدي دیفرانسیل معادله:مثال

′′ݕ + ′ݕ4 + ݕ4 = (0)ݕ       0 = ᇱ(0)ݕ,   0 = 3  

  :جواب

ℒ[ݕ′′ + ′ݕ4 + [ݕ4 = ℒ[ݕ′′] + ℒ[4ݕ′] + ℒ[4ݕ] = ℒ[0] 

→ ℒ[ݕ′′] + 4ℒ[ݕ′] + 4ℒ[ݕ] = ℒ[0] 

→ [ݕ]ଶℒ − (0)ݕ − ᇱ(0)ݕ − 4൫ℒ[ݕ] − ൯(0)ݕ + 4ℒ[ݕ] = ℒ[0] 

→ ℒ[ݕ](ଶ − 4 + 4) = 3   → ℒ[ݕ] =
3

ଶ − 4 + 4
=

3
) − 2)ଶ 
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ݕ = ℒିଵ 
3

) − 2)ଶ൨ = 3݁ଷ௫ ×   ݔ

  :ی زیري دیفرانسیل معادلهمطلوبست حل  :مثال

′′ݕ + ′ݕ2 + ݕ2 = (0)ݕ       2 = ᇱ  (0)ݕ,   0 = 1  

  :جواب

ℒ[ݕ′′ + ′ݕ2 + [ݕ2 = ℒ[ݕ′′] + 2ℒ[ݕ′] + 2ℒ[ݕ] = ℒ[2] 

→ [ݕ]ଶℒ − (0)ݕ − ᇱ(0)ݕ + 2൫ℒ[ݕ] − ൯(0)ݕ + 2ℒ[ݕ] = ℒ[2] 

→ ℒ[ݕ](ଶ + 2 + 2) = ℒ[2] + 1 =
2


+ 1   → ℒ[ݕ] =
2 + 

ଶ) + 2 + 2)

=
ܣ
 +

ܤ + ܿ
ଶ + 2 + 2 

൝
ܣ = 1   
ܤ = −1
ܥ = −1

→    ℒ[ݕ] =
1


+
− − 1

ଶ + 2 + 2
 

→ ݕ   = ℒିଵ[
1
 +

− − 1
ଶ + 2 + 2] 

→ ݕ = ℒିଵ 
1
൨ − ℒିଵ 

 + 1
ଶ + 2 + 2൨ = 1 − ݁ି௫ ݏܿ  ݔ

→   ݎ݁ݓݏ݊ܽ ݈݂ܽ݊݅ ݕ    = 1 − ݁ି௫ ݏܿ  ݔ

  


